Wahrscheinlichkeitsrechnung
und Statistik fur Studierende
der Informatik  §3

Vorlesung 4



ADb sofort:

Tutorien:

Montags: 10:15 - 11:45 in Raum LK052
12:15 - 13:45 in Raum LD102

Mittwochs: 14:15 - 15:45 in Raum LE 102
16:15 -17:45 in Raum LK052

Donnerstags: 14:16—1545 in Raum LAO13
14:00 - 15:30

+ NEU: Dienstags 14:15 - 15:45 in Raum LE 103



Bedingte
Wahrscheinlichkeiten

Definition 1.15
Sei (€2, &, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Sind A und B zwei

Ereignisse und P(B) > 0, so ist die bedingte Wahrscheinlichkeit

P(A | B) = Pg(A) ("Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B”)
definiert durch

P(A N B)
P(B)

Pg(A) =




Bedingte
Wahrscheinlichkeiten

Folgerung 1.18. Es sei B € A mit 0 < P(B) < 1, d.h. auch 0 < P(B) < 1. Dann
ist fiir beliebiges A € A:

P(A) = Py(A) - P(B) + P5(A) - P(B).

Verallgemeinerung davon ist

Satz 1.17 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit). FEs sei 2 = U By, eine dis-
k=1

qunkte Zerlegung mit P(By) > 0 fir 1 < k <n. Dann gilt fiir beliebiges A € A:

P(4) = 3" P(By) - Py, (4),
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Bedingte
Wahrscheinlichkeiten

Satz 1.19 (Satz von Bayes). Es sei () = U By, eine disjunkte Zerlegung mit P(By,) >

k=1
0 firl <k<mn.Ist Ae A beliebig mit P(A) > 0, so gilt

P(BxNA) _ P(BinA)

Ist n = 2, so erhalten wir mit By = B und By = B:

P(AN B)
P(B)- Pg(A) + P(B) - P5(A)

Py(B) =




Bedingte
Wahrscheinlichkeiten
V W)
B B
PB(A)/ Ya@) PB(V YB@)
A A A A

P(A N B) P(A N B) P(AN B) P(ANB)

Daraus abzulesen: Definition der bedingten
Wahrscheinlichkeit, Satz der totalen Wahrscheinlichkeit,
Satz von Bayes
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Bedingte P(AN B)
PAB) = BB Paa) + P(B) - Pa(A)

Wahrscheinlichkeiten

Beispiel BW: Etwa 3 von 1000 Kindern werden mit einem Horschaden geboren. Ein
Horscreening bei Neugeborenen liefert in 94% der Falle ein richtiges positives
Ergebnis und in 97,57% der Falle ein richtiges negatives Ergebnis.

Sei H das Ereignis: Kind hat Hérschaden P(H)=0,003 P(H)=0,997
Sei T das Ereignis: Test ist positiv Py(T) =094  P,(T) = 0,06
PH(T) — 0,9757 PH(T) — 0,0243

(b) Ein zufallig gewahltes Neugeborenes wird positiv getestet. Wie groB ist die
Wahrscheinlichkeit, dass das Kind einen Horschaden hat?

P(T N H)
P(H) - Py(T) + P(H) - Pg(T)
_ P(H) - Py(T)

- P(H) - Py(T) + P(H) - Pg(T)
- 0,003 - 0,94

0,003 - 0,94 + 0,997 - 0,0243
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PT(H) —

= 0,1042...




Bedingte P(AN B)
PAB) = BB Paa) + P(B) - Pa(A)

Wahrscheinlichkeiten

Beispiel BW: Etwa 3 von 1000 Kindern werden mit einem Horschaden geboren. Ein
Horscreening bei Neugeborenen liefert in 94% der Falle ein richtiges positives
Ergebnis und in 97,57% der Falle ein richtiges negatives Ergebnis.

Sei H das Ereignis: Kind hat Hérschaden P(H)=0,003 P(H)=0,997
Sei T das Ereignis: Test ist positiv Py(T) =094  P,(T) = 0,06
PH(T) — 0,9757 PH(T) — 0,0243

(c) Ein zufallig gewahltes Neugeborenes wird negativ getestet. Wie groB ist die
Wahrscheinlichkeit, dass das Kind keinen Horschaden hat?

P(H) - Pg(T)
P(H) - PR(T) + P(H) - Py(T)
- 0,997 - 0,9757
0,997 - 0,9757 + 0,003 - 0,06

Pr(H) =

= (0,9998...




Unabhangigkeit

Definition 1.21
() Zwei Ereignisse A und B heiBen (stochastisch) unabhangig, wenn
gilt
PANB)=PA) - PB);
andernfalls heiBen sie abhangig. Fir n > 2 heiBen n Ereignisse
A, A,..., A, (stochastisch) unabhangig, falls fur alle mindestens

zweielementigen Teilmengen 7' C {1,2...,n} gilt:

P ﬂAj =HP(AJ-).

jeT jer

(i) Eine Familie von Ereignissen (A));-; C < heiBt paarweise
(stochastisch) unabhangig, falls

p (Al- N Aj> = P(A) - P(A), VijelLi#]




Unabhangigkeit

Lemma 1.23:
1. Sind A und B stochastisch unabhangig, so sind auch A und B, bzw. A und

B stochastisch unabhangig.
. Sind A und B Ereignisse mit P(B) > 0, so gilt
A und B sind unabhéangig < Py(A) = P(A).
. Ist A eine sogenannte Nullmenge, d.h. P(A) = 0, so sind A und B
stochastisch unabhangig fur alle B € .




Diskrete Zufallsvariablen




Zufallsvariablen

Bei vielen Zufallsexperimenten ist nicht der tatsachliche Ausgang des Experimentes von
Interesse, sondern ein diesem Ausgang zugeordneter Wert.

Wenn Sie Lotto gespielt haben, ist Ihnen egal welche Zahlen gezogen wurden. Wichtig
ist nur, wie viel Geld man gewonnen (oder verloren) hat!



Zufallsvariablen

Definition 2.1
Sei (2, &/, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Funktion

X: Q- R
Mit endlichem oder abzahlbarem Wertebereich

X(€Q) = {x;, %, ...}

heiBt diskrete Zufallsvariable auf €.
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Zufallsvariablen

Sei X eine (diskrete) Zufallsvariable auf 2. Fiir jedes x € R definieren wir die Ereignisse:

X=x):= {we Q| X(w) =x} und X <x):= {we Q| X(w) < x}.

Definition 2.3
(a) Die Funktion

V=Vy: X(Q) - [0,1]
x P~ Vix)=PX=x)

heiB3t Verteilung der Zufallsvariablen X.

(b) Die Funktion ' = F : R — [0,1] mit
F(x) = P(X < x)

heiBt Verteilungsfunktion von X.
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X=x)= {weQ|X(w)=x}

Zufallsvariablen X <0 = (0eQ|X@) < x)

Satz 2.5. Ist X eine diskrete Zufallsvariable mit Wertemenge X(Q2) = {x; | 1 €
N} C R, so gilt fiir die zugehorige Verteilungsfunktion F:

(a) FirxeRist Flx) =P(X <z)=>_ _ P(X=u).

758t

(b) Istx <y, so gilt F'(x) < F(y). (Monotonie)

(c) lim F(x)=0, x]l_}IgloF( )=1.

rT—r—00

12



