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Schatzprobleme

Allgemeines Setting:

Wir haben einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P). Die Menge (2 ist die Grundpopulation.

Auf diesem Wahrscheinlichkeitsraum haben wir eine Zufallsvariable X, die jedem @ € (2

einen Wert zuweist. Die Verteilung, Erwartungswert, Varianz, .... von X ist oft nicht
bekannt.

Bsp.: (2 sind die Studierenden an der UDE, und X weist jedem w € €2 die KérpergroBe
In cm zu.

Der/die fehlende/n Parameter soll anhand einer konkreten Stichprobe geschatzt
werden. (Natiurlich maoglichst gut!).

Stichprobe von X: Vektor (X, ..., X);
X, ..., X, unabhangig und gleichverteilt wie X ( n-malige Auswertung von X)

Realisierung von (X, ..., X, )/konkrete Stichprobe von X:
n reelle Zahlen (x, ..., x,) = (X{(w), ..., X (®))



Schatzprobleme

Beispiel S1: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine gegebene Miinze
~Kopf“ zeigt?
Wir werfen die Munze 100-mal und erhalten dabei 60-mal ,,Kopf*.

In jedem Fall handelt es sich beim Munzwurf um ein Bernoulli-Experiment.

1 ||K f"
Betrachte die Zufallsvariable X = R , mit P(X = 1) = p unbekannt.
0 "Zahl"
| 1 o 9 60 3 L
Mit obigen Angaben vermuten wir natiirlich p = —— = —, da dies die (gemessene)

relative Haufigkeit des Ereignisses ,,Kopf“ ist.

Alternativ: Betrachte 100 Kopien X, ..., X oo von X, mit
X, =1 < "Kopf"im i-ten Wurf

100
100
Dann ist ¥ = ZXZ' binomialverteilt, mit P(Y = k) = < . >pk(1 — p)t00=k
i=1
Finde nun p € [0,1] so, dass P(Y = 60) maximal wird.
60

Das ist naturlich das erwartete p =

3 100°



Schatzprobleme

Beispiel S2: Es soll geschatzt werden wie viele Fische in einem Teich leben. Was konnen
wir tun?

An einem Tag werden 30 Fische gefangen und mit einem Punkt markiert.
Am nachsten Tag werden 40 Fische gefangen. Von diesen sind 5 mit einem Punkt
markiert.

Wir vermuten, dass alle Fange unabhangig voneinander sind. Dann sollte das Verhaltnis
von markierten Fischen im Teich dem Verhaltnis von markierten Fischen im zweiten
Fang entsprechen. D.h.:

30 Anzahl markierter Fische im Teich 5

Anzahl von Fischen im Teich  Anzahl von Fischen im Teich 4()
Wir schatzen also

40
Anzahl Fische im Teich = 30 - ? = 240.

Formal: ...



Maximum-Likelihood-
Methode

Definition 5.11. Es sei (z1,...,1x,) € R” eine konkrete Stichprobe vom Umfang n
aus der Grundgesamtheit X, die von einem Parameter v abhéngt.

(1) Ist X stetig verteilt mit der Verteilungsdichte f, so heif3t

n

L(9) = L(z1,...,z530) = | | f(zx;9), (5.2)

k=1
Likelihood- Funktion der konkreten Stichprobe =z = (x,...,x,).

(i1) Ist X diskret verteilt mit der Verteilung P(X = z;,9),i=1,2...,n, so heift

L.(9) = L(zy,...,x,0) = ﬁP(Xk = x1; V) (5.3)

k=1

Likelihood-Funktion der konkreten Stichprobe =z = (x1,...,x,).

Ziel: Maximiere L /(0).
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Maximum-Likelihood-
Methode

Definition 5.12. Nimmt die Likelihood-Funktion L, mit L.(?) := L(x, ..., z,;7)

in ¥(z) ein Maximum an, d.h. gilt

L.(J(z)) := sup{L.(9) | ¥ € O} ,
so heiBt J(x) eine Mazimum-Likelihood-Schitzung von 9.




- Stichprobe von X: Vektor (X, ..., X));
Schatzprobleme X, ..., X, unabhdngig und gleichverteilt wie X ( n-malige

Auswertung von X)
Realisierung von (X, ..., X )/konkrete Stichprobe von X:

n reelle Zahlen (xy, ..., x,) = (X|(®), ..., X (®))

Sei 0 ein noch unbekannter Parameter von X. Ziel ist es, eine geeignete Schatzfunktion
0(X, ..., X)) anhand einer Stichprobe von X herzuleiten.

Ist dann (x, ..., x,) eine Realisierung von (Xj, ..., X ), so nennen wir é(xl, ..., X,) eine
Realisierung von (X, ..., X ) und dieser Wert ist unsere Schatzung fiir 6.

Definition 5.15. Sei én = é(X 1,...,Xp) eine Schiatzfunktion fiir den Parameter 6.

(a) Die Schéatzfunktion 0, heiBt erwartungstreue Schitzfunktion fiir 6 (engl: unbia-
sed), wenn gilt

Es(0(X1,...,X,)) = 0 fiir alle 9 €O .

(b) Man nennt

Bo(6n) = Eo(0( Xy, ..., X)) — 6

den systematischen Fehler (engl. Bias).

Das ist uns schonmal begegnet:
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Darstellung von Daten

Definition 5.1. a) Die Zahl

heifit (Stichproben-) oder arithmetisches Mittel bzw. kurz Mittelwert der Daten
Li,.-.-3Ln.

b) Die Zahl

g2 ::sfc ::nili(l’i—x :n—l (ZI‘ —nx)

heifit (Stichproben-) oder empirische Varianz der Daten x4, . .., zp,.
Die Zahl s, = \/s2 heifit (Stichproben-) oder empirische Standardabweichung
VON X1,...,T,.

Betrachten wir die Zufallsvariablen X = 2 X;und § 2 —

l—l
ist £(X) = E(X) und E(5?%) = Var(X).

ZXz—an , SO
n—1

Die Zahlen ¥ und s dienen also als ,,Schitzung® fiir E(X) und Var(X).



Schatzprobleme

Satz 5.17. Es seien Xi,..., X, unabhdngig mit Ey(X;) = p und Vary(X;) = o? fiir
1 <1< nund alle v € O; dann gilt:

1 n
a) Der Mittelwert X (= X(X1,...,X,)) = - Z X; ist ein erwartungstreuer Schitze
i=1
fiir .

1 < =
b) Die empirische Varianz S* = - Z(XZ — X)? ist ein erwartungstreuer
n _—
i=1
Schiitzer fiir o2.

1 —
c) - Z(XZ — X)? ist kein erwartungstreuer Schitzer fiir o?.
i=1




Konfidenzintervalle

Bisher haben wir versucht einen unbekannten Parameter @ der Verteilung X durch eine
konkrete Stichprobe punktgenau zu schatzen.

Mehr Erfolg haben wir natiirlich, wenn wir ,,nur® schitzen in welchem Intervall @ liegt.

Idee: Wir méchten anhand einer konkreten Stichprobe (x;, ..., x,) von X ein Intervall

[@M, é’o] bestimmen, so dass & mit einer von uns vorgegebenen Wahrscheinlichkeit | — o
In diesem Intervall liegt.

ABER: 0 ist fest, nur unbekannt!

GENAUER: Wir suchen zwei Schétzfunktionen éu(Xl, ...,X,) und éO(Xl, . 6
so dass P(éu <6< @0) = 1 — a, fiir vorgegebenes o € (0,1).

NOCH GENAUER: Wir suchen zwei Schitzfunktionen 0, (X;, ..., X )und 8 (X, ..., X)),

so dass Pg(éu <0< éo) = 1 — a, fiir vorgegebenes a € (0,1) und alle méglichen 6!
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Konfidenzintervalle

Definition 5.19. Ist f ein zu schatzender Parameter und sind éu und éo Schatzfunk-

tionen mit der Eigenschaft

Pg(éu = )< éo) =1— «a (oder auch >1— «)

e so liefert jede konkrete Stichprobe z = (z1,...,x,) ein Konfidenzintervall
6. (), 0o()].
e Die Zahl 1 — a hei3st Konfidenzniveau. Die Zahl o heif3t Irrtumswahrscheinlich-

keit.

Héaufig ist man in der Situation, die unteren Konfidenz- oder Vertrauensgrenze und
die obere Konfidenz- oder Vertrauensgrenze fiir einen Parameter 6 einzeln zu be-

stimmmen:

o 0, heifit untere K onfidenzgrenze fiir den Parameter 6 zum Konfidenzniveau

1 — 3, wenn

Py(0, <6)>1—p.

A

e 0, heil3t obere Konfidenzgrenze fiir den Parameter 6 zum Konfidenzniveau 1— /3,

welln

Py(0<6,)>1-5.




Konfidenzintervalle

Héaufig ist man in der Situation, die unteren Konfidenz- oder Vertrauensgrenze und
die obere Konfidenz- oder Vertrauensgrenze fiir einen Parameter 6 einzeln zu be-
stimmmen:

° éu heif3t untere Konfidenzgrenze fiir den Parameter 6 zum Konfidenzniveau
1 — 3, wenn

Py(0, <6)>1—p.

A

e 0, heil3t obere Konfidenzgrenze fiir den Parameter 6 zum Konfidenzniveau 1—/3,
wenn

Die Notation Py bedeutet, dass wir die Wahrscheinlichkeit unter der Annahme, dass der
Parameter 6 ist, berechnen.
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