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Grenzwertsätze Φ(x) = ∫
x

−∞

1
2π

. exp (− 1
2 t2) dt

Binomialverteilung reloaded:

Es folgt: 
Ist  eine -verteilte Zufallsvariable, dann gilt X B(n, p)

P(X ≤ x) ≈ Φ
x − np + 1

2

np(1 − p)

Faustregel: gute Approximation, wenn .np(1 − p) > 9



Φ(x) = ∫
x

−∞

1
2π

. exp (− 1
2 t2) dt

D.h.: große Summen von unabhängigen und gleichverteilten 
Zufallsvariablen sind immer normalverteilt!

Übersetzung: 

P(Sn ≤ x) ≈ Φ ( x − nμ
σ n )

= S*n

Grenzwertsätze



Φ(x) = ∫
x

−∞

1
2π

. exp (− 1
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Darstellung von Daten

Kreisdiagramm

Lieblingsfarbe in einer Kindergartengruppe

24 %

31 %
18 %

22 %

4 %

0

6

11

17

22

Blau Gelb Grün Pink Rot

21

16
15

12

3

Säulendiagramm



Kreisdiagramm

Lieblingsfarbe in einer Kindergartengruppe

24 %

31 %
18 %

22 %

4 %

0

6

11

17

22

Blau Gelb Grün Pink Rot

21

16
15

12

3

Säulendiagramm

Darstellung von Daten



Mit Farben lässt sich schlecht rechnen. Sie lassen sich auch nicht ordnen 

Rot > Grün oder Grün > Rot?

Wir interessieren uns im Folgenden für quantitative Daten, wie Körpergröße, 
Anzahl von …
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Anzahl von Daten  
in [ai, ai+1)

Wahrscheinlichkeit, dass ein  
zufällig gewähltes  im Intervall 

 liegt.
xk

[ai, ai+1)
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Diese Histogramme wurden mit dem gleichen Datensatz konstruiert.  
Die Balkenbreite kann dem Wunschergebnis angepasst werden.
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Allgemeines Setting:

Wir haben einen Wahrscheinlichkeitsraum . Die Menge  ist die Grundpopulation.(Ω, P) Ω

Auf diesem Wahrscheinlichkeitsraum haben wir eine Zufallsvariable , die jedem  
einen Wert zuweist. Die Verteilung, Erwartungswert, Varianz, …. von  ist oft nicht 

bekannt.

X ω ∈ Ω
X

Bsp.:  sind die Studierenden an der UDE, und  weist jedem  die Körpergröße 
in cm zu.

Ω X ω ∈ Ω

Wir betrachten nun  unabhängige Zufallsvariablen , die gleichverteilt sind 
wie . Diese entsprechen einer -maligen Auswertung einzelner Werte von . Der 

Vektor  heißt Stichprobe von .

n X1, …, Xn
X n X

(X1, …, Xn) X

Die Ergebnisse, die wir bei einer Auswertung der Stichprobe erhalten, sind  reelle 
Zahlen . Diese Zahlenreihe nennen wir konkrete 

Stichprobe von  oder Realisierung von .

n
(x1, …, xn) = (X1(ω1), …, Xn(ωn))

X (X1, …, Xn)

Darstellung von Daten



Kennen wir  und , so kennen wir auch . Daher teilen wir bei der Varianz 
durch  „Freiheitsgrade“.

x x1, …, xn−1 xn
n − 1
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Betrachten wir die Zufallsvariablen  und , so 

ist  und .

X = 1
n

n

∑
i=1

Xi S2 = 1
n − 1 (

n

∑
i=1

X2
i − nX2)

E(X) = E(X) E(S2) = Var(X)

Die Zahlen  und  dienen also als „Schätzung“ für  und .x s2 E(X) Var(X)
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Median: 8,5Unteres Quartil: 7 Oberes Quartil: 9,5

Größte normale Beobachtung: 10

Kleinste normale Beobachtung: 5

Quartilsabstand: 2,5
1,5=3,75×

7-3,75=3,25. Alles, was 
kleiner ist, 

gilt als Ausreißer.
*

*
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Schätzprobleme
Allgemeines Setting:

Wir haben einen Wahrscheinlichkeitsraum . Die Menge  ist die Grundpopulation.(Ω, P) Ω

Auf diesem Wahrscheinlichkeitsraum haben wir eine Zufallsvariable , die jedem  
einen Wert zuweist. Die Verteilung, Erwartungswert, Varianz, …. von  ist oft nicht 

bekannt.

X ω ∈ Ω
X

Der/die fehlende/n Parameter soll anhand einer konkreten Stichprobe geschätzt 
werden. (Natürlich möglichst gut!).

Beispiel S1: Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine gegebene Münze „Kopf“ 
zeigt?

Wir werfen die Münze 100-mal und erhalten dabei 60-mal „Kopf“.



Beispiel S1: Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine gegebene Münze „Kopf“ 
zeigt?

Wir werfen die Münze 100-mal und erhalten dabei 60-mal „Kopf“.

In jedem Fall handelt es sich beim Münzwurf um ein Bernoulli-Experiment.

Betrachte die Zufallsvariable  , mit  unbekannt.X = {1  "Kopf"
0  "Zahl"

P(X = 1) = p

Mit obigen Angaben vermuten wir natürlich , da dies die (gemessene) 

relative Häufigkeit des Ereignisses „Kopf“ ist.

p = 60
100 = 3

5

Alternativ: Betrachte  Kopien  von , mit 
 

Dann ist  binomialverteilt, mit 

100 X1, …, X100 X
Xi = 1 ⟺ "Kopf" im i-ten Wurf

Y =
100

∑
i=1

Xi P(Y = k) = (100
k ) pk(1 − p)100−k

Finde nun  so, dass  maximal wird.p ∈ [0,1] P(Y = 60)
Das ist natürlich das erwartete .p = 60

100
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