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TEIL 1
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Grundlagen

… …
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Das ist die Verallgemeinerung von (4) und wird auch Inklusions-Exklusions-
Formel genannt.

Grundlagen
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Beispielaufgabe zu diesem ThemaGrundlagen



6

Kombinatorik

Urnen-Modell: In einer Urne sind  Kugeln unterschiedlicher Farbe. Wie 
viele Möglichkeiten gibt es  Kugeln herauszuziehen, wenn 
(A) Die Kugeln nicht zurückgelegt werden und die Reihenfolge beachtet 

wird? 
(B) Die Kugeln nicht zurückgelegt werden und die Reihenfolge nicht 

beachtet wird? 
(C) Die Kugeln zurückgelegt werden und die Reihenfolge beachtet wird? 
(D) Die Kugeln zurückgelegt werden und die Reihenfolge nicht beachtet 

wird?

n
r

Antworten: 
(A)  

(B)  

(C)  

(D)

n ⋅ (n − 1) ⋅ …(n − r + 1)

(n
r) =

n!
(n − r)! ⋅ r!

nr

(n + r − 1
n − 1 ) =

(n + r − 1)!
(n − 1)! ⋅ r!

= (n + r − 1
r )
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Von  Kugeln 
werden  gezogen

n
r Mit Zurücklegen Ohne Zurücklegen

Mit Beachtung der 
Reihenfolge

Ohne Beachtung 
der Reihenfolge

nr
n!

(n − r)!

(n
r) =

n!
(n − r)!r!(n + r − 1

r )

Urnen-ModellKombinatorik
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Anagramme

Wie viele Anordnungen der Buchstaben VIELERFOLG gibt es?

10!
2!2!

Kombinatorik
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Beispielaufgabe zu diesem Thema

C O M P U

O M P U T

M P U T E

P U T E R

Auf wieviele Arten kann man hier das Wort COMPUTER lesen? (7
3)

Kombinatorik
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Baumdiagramme

W’keit eines Pfades: Produkt der Wahrscheinlichkeiten der Teilstrecken

W’keit mehrerer Pfade: Summe der Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Pfade

A A

B B

A A

P(B) P(B)

PB(A)PB(A) PB(A) PB(A)

P(A ∩ B) P(A ∩ B) P(A ∩ B) P(A ∩ B)
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Satz der totalen Wahrscheinlichkeit

Folgt aus dem Baumdiagramm

Bedingte 
Wahrscheinlichkeiten
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Bedingte 
Wahrscheinlichkeiten

Folgt aus dem Baumdiagramm
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Beispielaufgabe zu diesem ThemaBedingte 
Wahrscheinlichkeiten
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Unabhängigkeit

Lemma: Sind  und  Ereignisse mit , so gilt 
 und  sind unabhängig 

A B P(B) > 0
A B ⟺ PB(A) = P(A)
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TEIL 2



16

f(x) = F′ (x)

⟹ ∫
∞

−∞
f(x)dx = 1

Zufallsvariablen X

Zufallsvariable  ist diskret   ist abzählbarX : Ω ⟶ ℝ ⟺ X(Ω)
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P(a < X ≤ b) = P(X ≤ b) − P(X ≤ a)

 diskretX  stetig (mit Dichte  )X f

P(a < X ≤ b) = P(X ≤ b) − P(X ≤ a)

P(a ≤ X ≤ b) = P(X ≤ b) − P(X ≤ a)

E(X) = ∑
ω∈Ω

X(ω)P(ω) = ∑
x∈X(Ω)

x ⋅ P(X = x) E(X) = ∫
∞

−∞
xf(x)dx

Var(X) = E((X − E(X))2) = E(X2) − E(X)2 Var(X) = E((X − E(X))2) = E(X2) − E(X)2

 unabhängig   und  
unabhängig für alle 
X, Y ⟺ (X = x) (Y = y)

(x, y) ∈ X(Ω) × Y(Ω)
 unabhängig   und  

unabhängig für alle 
X, Y ⟺ (X ≤ x) (Y ≤ y)

(x, y) ∈ X(Ω) × Y(Ω)

Zufallsvariablen X
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Zufallsvariablen X, Y : Ω ⟶ ℝ

E(X + Y) = E(X) + E(Y)

E(aX + b) = aE(X) + b

Var(aX + b) = a2Var(X)

NUR wenn  und  unabhängig sind:X Y Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y )

Beispielaufgabe 

Fünf Personen haben Ihre Jacken an einer Garderobe abgegeben. Später werden die 
Jacken zufällig an die fünf Personen herausgegeben. Was erwarten wir für die Anzahl 

von Personen, die Ihre eigene Jacke bekommen haben?

E(X ⋅ Y ) = E(X) ⋅ E(Y )

Zufallsvariablen X
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Beispielaufgabe zu diesem ThemaZufallsvariablen X
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Beispielaufgabe zu diesem ThemaZufallsvariablen X
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Binomialverteilung

, mit  und .({0,1}, P) P(1) = p P(0) = 1 − pBernoulli-Experiment:

Binomialverteilung  mit Parametern  und  zählt wie oft das Ereignis  eintritt, wenn 
wir das Bernoulli-Experiment -mal unabhängig wiederholen.

X n p 1
n

, für P(X = k) = (n
k) pk(1 − p)n−k k ∈ {0,…, n}

E(X) = np

Var(X) = np(1 − p)

Beispiel: Aus einer Urne mit genau  Kugeln, nämlich  weißen und  roten 
werden (blind) nacheinander und mit Zurücklegen genau  Kugeln 
entnommen. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass genau  weiße Kugeln 
gezogen wurden?

30 12 18
50

20
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Eine Maschine stellt Produkte her. Man weiß, dass 5% der 
Produkte fehlerhaft sind. Die Produkte werden in Kisten mit je 100 
Produkten verpackt. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass in 
einer Kiste genau 6 fehlerhafte Produkte sind?

Beispielaufgabe zu diesem ThemaBinomialverteilung
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Geometrische 
Verteilung

, mit  und .({0,1}, P) P(1) = p P(0) = 1 − pBernoulli-Experiment:

Geometrische Verteilung  mit Parameter  zählt die en bevor die erste  eintritt, wenn 
wir das Bernoulli-Experiment unabhängig wiederholen.

X p 0 1

, für P(X = k) = (1 − p)k p k ∈ ℕ0

E(X) =
1 − p

p

Var(X) =
1 − p

p2

Beispiel: Aus einer Urne mit genau  Kugeln, nämlich  weißen und  roten 
werden (blind) nacheinander und mit Zurücklegen Kugeln entnommen. Wie 
groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass erst  weiße Kugeln und dann eine rote 
Kugel gezogen wird?

30 12 18

5
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Beispielaufgabe zu diesem ThemaGeometrische 
Verteilung
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Negative 
Binomialverteilung

, mit  und .({0,1}, P) P(1) = p P(0) = 1 − pBernoulli-Experiment:

Negative Binomialverteilung  mit Parametern  und  zählt die Anzahl von en bevor 
die te  eintritt, wenn wir das Bernoulli-Experiment unabhängig wiederholen.

X r p 0
r 1

, für P(X = k) = (r + k − 1
k ) pr(1 − p)k k ∈ ℕ0

E(X) = r ⋅
1 − p

p

Var(X) = r ⋅
1 − p

p2

Beispiel: Aus einer Urne mit genau  Kugeln, nämlich  weißen und  roten 
werden (blind) nacheinander und mit Zurücklegen Kugeln entnommen. Wie 
groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass vor der vierten weißen Kugel schon  
rote Kugeln gezogen werden?

30 12 18

10

Für  erhalten wir die geometrische Verteilung.r = 1
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Beispielaufgabe zu diesem ThemaNegative 
Binomialverteilung
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Hypergeometrische 
Verteilung

Hypergeometrische Verteilung  mit Parametern ,  und  zählt die Anzahl von 
Erfolgen beim -maligen Ziehen ohne Zurücklegen.

X N S n
n

, für P(X = k) =
(S

k) ⋅ (N − S
n − k )

(N
n )

k ∈ {0,…, n}

E(X) = n ⋅
S
N

Var(X) = n ⋅
S
N

⋅ (1 −
S
N ) ⋅

N − n
N − 1

Beispiel: Aus einer Urne mit genau  Kugeln, nämlich  weißen und  roten 
werden (blind) und OHNE Zurücklegen  Kugeln entnommen. Wie groß ist die 
Wahrscheinlichkeit, dass von diesen Kugeln genau  rot sind?

30 12 18
10

6
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Beispielaufgabe zu diesem ThemaHypergeometrische 
Verteilung
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Poisson Verteilung

Poisson Verteilung  mit Parameter  zählt die Anzahl von seltenen unabhängig 
auftretenden Ereignissen, mit Durchschnittsrate .

X λ
λ

, für P(X = k) =
λk

k!
e−λ k ∈ ℕ0

E(X) = λ

Var(X) = λ

Beispiel: In der Bundesliga fallen im Schnitt  Tore pro Spiel. Wie groß 
ist die Wahrscheinlichkeit, dass im nächsten Spiel genau ein Tor fällt?

λ = 3,03

≈ (n
k) ( λ

n )
k

(1 −
λ
n )

n−kFür großes  kann die 
Binomialverteilung durch die 

Poisson Verteilung 
approximiert werden.

n
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Beispielaufgabe zu diesem Thema

Auf ein Schachfeld mit 64 Feldern fallen zufällig verteilt 100 
Reiskörner. Was erwarten wir für die Anzahl von Feldern auf denen 
kein Reiskorn liegt?

Poisson Verteilung
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Dichte: f(x) = {λe−λx  für x ≥ 0
0  sonst

E(X) =
1
λ

Var(X) =
1
λ2

P(X ≤ x) = {1 − e−λx  für x ≥ 0
0  sonst

Exponential- 
verteilung

Exponentialverteilung  mit Parameter  misst die Wartezeit bis zum ersten Ereignis in 
einem Poisson-Experiment mit Parameter .
X λ

λ

stetig

Beispiel: In einer Firma fallen pro Tag  der elektronischen Geräte aus — und 

zwar unabhängig von ihrem Alter. Wie groß ist der Anteil der Teile, die höchstens 20 
Tage halten?

1
200
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Beispielaufgabe zu diesem ThemastetigExponential- 
verteilung
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Dichte:  f(x) =
1

σ 2π
. exp (−

1
2 ( x − μ

σ )
2

)

E(X) = μ Var(X) = σ2

P(X ≤ x) = ∫
x

−∞

1

σ 2π
. exp (−

1
2 ( t − μ

σ )
2

) dt

Normalverteilung

Normalverteilung  mit Parametern  und  wird benutzt zur Approximation der 
Binomialverteilung und Summen unabhängiger Zufallsvariablen.

X μ σ

stetig

 ist Standardnormalverteilt (Erwartungswert , Varianz ). 

Werte für die Standardnormalverteilung lassen sich in einer Tabelle ablesen. 
Wir setzen dazu . 

Es gilt .

X* =
X − μ

σ
0 1

P(X* ≤ x) = Φ(x)
Φ(−x) = 1 − Φ(x)
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stetig

Es folgt: 
Ist  eine -verteilte Zufallsvariable, dann gilt X B(n, p)

P(X ≤ x) ≈ Φ
x − np + 1

2

np(1 − p)

Faustregel: gute Approximation, wenn .np(1 − p) > 9

Das  kann man 

auch weglassen.

+
1
2

Normalverteilung
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stetig

P(Sn ≤ x) ≈ Φ ( x − nμ

σ n )

Normalverteilung
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Beispielaufgabe zu diesem Themastetig

Ein Werkstück soll eine Bohrung erhalten mit einem Durchmesser von mm. 
Die Toleranzgrenzen sind mm und mm. Es sei bekannt, 
dass die von den Bohrautomaten erstellten Bohrungen  verteilt sind, 
wobei mm und mm gelten soll. Ein Werkstück ist Ausschuss, 
wenn der Durchmesser größer als  ausfällt. Ist der Durchmesser kleiner als , 
so muss eine Nachbohrung durchgeführt werden.

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Werkstück Ausschuss ist?

50
tu = 49,97 to = 50,04

N(μ, σ2)
μ = 50 σ = 0.02

to tu

Sie Würfeln mit 30 Würfeln. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass die 
Augensumme der 30 Würfel kleiner als 71 ist?

Normalverteilung



37

Gesetz der großen 
Zahlen

Misst die Wahrscheinlichkeit dafür, dass „weit“ vom Erwartungswert abgewichen wird.

Misst die Wahrscheinlichkeit dafür, dass im Mittel „weit“ vom Erwartungswert 
abgewichen wird. Für viele Wiederholungen strebt diese Wahrscheinlichkeit gegen .0



38

Beispielaufgabe zu diesem ThemaGesetz der großen 
Zahlen
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TEIL 3
Noch nicht lange her, also sehr sehr knapp
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Mittelwert

Median

Empirische Varianz

Oberes Quartil

Unteres Quartil
Histogramm

Box-Plot

Stichprobe

Konkrete Stichprobe

Schätzfunktion

Realisierung einer Schätzfunktion

Erwartungstreu

Maximum-Likelihood Schätzer
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Konfidenzintervalle

Sei  eine Zufallsvariable, die die Treffer bei einer -fachen Wiederholung eines 
Bernoulli-Experimentes zählt. Gesucht ist ein Konfidenzintervall für die 

Wahrscheinlichkeit  des Bernoulli-Experimentes.

Y n

p

Konkrete Stichprobe:  
Geforderte Genauigkeit: 

Y = k
1 − α

Bestimme den Wert  aus einer Tabelle c = Φ−1(1 − α/2)

Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik

2-stündige Vorlesung für den Bachelor-Studiengang
Angewandte Informatik

Version vom Wintersemester 2018/19

pu(k) ≈
k
n

− c ⋅
k(n − k)

n3

po(k) ≈
k
n

+ c ⋅
k(n − k)

n3

Konfidenzintervall [pu(k), po(k)]

Anhand der konkreten Stichprobe  
schätzen wir, dass mit einer 

Wahrscheinlichkeit von  gilt: 

k

1 − α
p ∈ [pu(k), po(k)]
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Hypothesentest

... letzte Woche und heute


