Wahrscheinlichkeitsrechnung
und Statistik fur Studierende
der Informatik  §3

Schnelldurchlauf



TEIL 1



Grundlagen

Satz 1.7. Seien (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B, Ay, Ay, ... € A.
Dann qgilt:

(1) P(0) =0 und 0 < P(A) <1 fiir alle A € A.
(2) P(A)=1— P(A).
(3) AC B = P(A) < P(B), i.e. p ist monoton.

(4) P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(AN B) = P(A) + P(B).



Grundlagen

(7) (Siebformel von Sylvester-Poincare)

p(i:(]lAz-) _ izfij(Az-)— S P4, NAL)

1<11<12<n

4+ ... (=1)"2 Z P(A,N---NA;,_,)

1<i1<<in—-1<n

+(=1)"TP(A NA;N---NA).

Das ist die Verallgemeinerung von (4) und wird auch Inklusions-Exklusions-
Formel genannt.



Grundlagen Beispielaufgabe zu diesem Thema

Aufgabe 1
Ein Wiirfel wurde so verdndert, dass die Wahrscheinlichkeit mit ihm eine bestimmte Au-
genzahl zu werfen, proportional zu dieser Zahl ist.

1. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse.

2. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse:

a) A: ”Eine gerade Augenzahl wird gewiirfelt.”

b) B: ”Die gewiirfelte Augenzahl ist keine Primzahl.”
c) C: ”Eine ungerade Augenzahl wird gewiirfelt.”
d) D: ”Die gewiirfelte Augenzahl ist kleiner als 4.”

3. Berechnen Sie P(AU B), P(BNC), P(C N D).



Kombinatorik

Urnen-Modell: In einer Urne sind n Kugeln unterschiedlicher Farbe. Wie

viele Moglichkeiten gibt es r Kugeln herauszuziehen, wenn

(A) Die Kugeln nicht zuriickgelegt werden und die Reihenfolge beachtet
wird?

(B) Die Kugeln nicht zurickgelegt werden und die Reihenfolge nicht
beachtet wird?

(C) Die Kugeln zurickgelegt werden und die Reihenfolge beachtet wird?

(D) Die Kugeln zuriickgelegt werden und die Reihenfolge nicht beachtet

Antworten:

An-n—1)-...(

o -

C(m+r-n! <n+r—1>

=D

r




Kombinatorik Urnen-Modell

Von 7 Kugeln

werden  gezogen Mit Zurucklegen Ohne Zuriicklegen

n!
Mit Beachtung der r
Reihenfolge n |
(n—r)!
Ohne Beachtung n+r—1 n

der Reihenfolge

r r



Kombinatorik Anagramme

Wie viele Anordnungen der Buchstaben VIELERFOLG gibt es?

10!
2121



Kombinatorik Beispielaufgabe zu diesem Thema

7
Auf wieviele Arten kann man hier das Wort COMPUTER lesen? (3

C O M P U
O M P U T
M P U T E



Baumdiagramme

W’keit eines Pfades: Produkt der Wahrscheinlichkeiten der Teilstrecken

W’keit mehrerer Pfade: Summe der Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Pfade

P(B) P(B)

B B
PB(IV YB(K ) P5(A) Pg(A)
A A

P(ANB) P(ANB) P(ANB) P(ANB)
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Bedingte
Wahrscheinlichkeiten

Definition 1.15. Es sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Sind A und B zwei
Ereignisse, d.h. A, B € A, mit P(B) > 0, so ist die bedingte Wahrscheinlichkeit
P(A|B) = Pg(A) ("Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B”) definiert
durch

P(ANB)

Satz der totalen Wahrscheinlichkeit

Folgerung 1.18. Es sei B € A mit 0 < P(B) < 1, d.h. auch 0 < P(B) < 1. Dann
ist fiir beliebiges A € A:

P(A) = Py(A) - P(B) + P=(A) - P(B).

Folgt aus dem Baumdiagramm
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Bedingte
Wahrscheinlichkeiten

Satz 1.19 (Satz von Bayes). Es sei{) = U By, eine disjunkte Zerlegung mit P(By,) >
k=1
0 firl <k<mn.Ist Ae A beliebig mit P(A) > 0, so gilt
P(BrNA) P(ByNA)

PA(By) = = — .
ZP(BJ') ' PBj(A)

P(A)

Ist n = 2, so erhalten wir mit By = B und By = B:

Folgt aus dem Baumdiagramm
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Bedingte

Beispielaufgabe zu diesem Thema

Wahrscheinlichkeiten

Aufgabe 1

Ein Priifverfahren habe folgende Eigenschaft. Es zeigt mit Wahrscheinlichkeit 0.95 einen
Fehler an, wenn das gepriifte Teil fehlerhaft ist, und keinen Fehler mit Wahrscheinlichkeit
0.9, wenn das Teil fehlerfrei ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Teil fehlerhaft ist, betragt
0.04. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Teil

1. fehlerhaft ist, wenn ein Fehler angezeigt wird,

2. fehlerfrei ist, wenn kein Fehler angezeigt wird?
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Unabhangigkeit

Definition 1.21. (i) Zwei Ereignisse A und B heiflen (stochastisch) unabhingig,
wenn gilt

P(ANnB)=P(A)- P(B);

andernfalls heiflen sie abhdngig. n Ereignisse Aq,..., A, (mit n > 2) heiflen

(stochastisch) unabhdngig, falls fiir alle mindestens zweielementigen Teilmengen
T c{1,2,...,n} gilt

P (ﬂ Aj> =[P,

jET jET

(ii) Eine Familie von Ereignissen (A;);c; C A heifit paarweise (stochastisch) un-
abhdngig, talls

P(A4;NA;) = P(A;)-P(A;), Vi,jel,ij.

Lemma: Sind A und B Ereignisse mit P(B) > 0, so gilt
A und B sind unabhéangig < Py(A) = P(A)
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Zufallsvariablen X

Zufallsvariable X : 2 — R ist diskret <= X(€2) ist abzahlbar

Definition 3.1. Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Funktion X : Q —
R heif3t stetige Zufallsvariable, talls es eine integrierbare, nicht negative reelle Funk-

tion

f:-R—R
gibt mit der Eigenschaft

- /_ oo f(t)dt

Die Funktion
F: R — [0,1]
r — PX <=z f f(t)

= ro foodx = 1

heiit Verteilungsfunktion von X, die Funktion f hei3t Dichte der Zufallsvariablen X.

J(x) = F(x)
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Zufallsvariablen X

X diskret X stetig (mit Dichte f)

Pla<X<bh)=PX<b)—PX<a)| P@a<X<b) =PX<b)—PX< a)
Pla<X<b)=PX<b)—PX< a)

EX)= ) X@P@)= ) x:PX=ux) E(X) = ro Xf(x)dx

el xeX(Q)
Var(X) = E(X — E(X))*) = E(X?) — E(X)*| Var(X) = E(X — E(X))*) = E(X*) — E(X)*

X, Y unabhangig < (X = x)und (Y = y) | X, Yunabhangig < (X < x)und (Y <)
unabhangig fiir alle (x,y) € X(Q2) X Y(L2) unabhangig fir alle (x,y) € X(€2) X Y(Q)
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Zufallsvariablen X

Zufallsvariablen X, Y : Q — R

EX+Y)=EX)+ EQY)

E(aX+b)=aEX)+b
Var(aX + b) = a*Var(X)

NUR wenn X und Y unabhangig sind: Var(X+Y) = Var(X) + Var(Y)
EX-Y)=EX)-E®Y)

Beispielaufgabe

Funf Personen haben lhre Jacken an einer Garderobe abgegeben. Spater werden die
Jacken zufallig an die funf Personen herausgegeben. Was erwarten wir fur die Anzahl
von Personen, die lhre eigene Jacke bekommen haben?
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Zufallsvariablen X Beispielaufgabe zu diesem Thema

Sei (€2, A, p) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Q0 = {wq,wsy, w3, ws,ws}. SeiY: @ — R
eine diskrete Zufallsvariable, von der lediglich die Verteilungsfunktion:

(0 x < 0,

0,4 0<z <1,
0,6 1<z <2,
0, 81 2 <z <3,
0,81 3<zx <4,
0,95 4 < x <5,
- o<z,

Fr:R—1[0,1, Fy(z)

N

bekannt ist.

Bestimmen Sie die Verteilung Vy der Zufallsvariablen Y.
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Zufallsvariablen X Beispielaufgabe zu diesem Thema

Aufgabe 1
Sei X eine stetige Zufallsvariable mit der Dichte

a(l — %) -1<z<1
f(z)=< a(l—(z—-2)?) 1<z<3
b sonst

1. Bestimmen Sie die Konstanten a, b € R.

2. Geben Sie die Verteilungsfunktion F'y der Zufallsvariablen X an.
3. Berechnen Sie P (0 < X < 2).

4. Bestimmen Sie E(X).
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Binomialverteilung

Bernoulli-Experiment: ({0,1}, P), mit P(1) = pund P(0) =1 — p.

Binomialverteilung X mit Parametern n und p zahlt wie oft das Ereignis | eintritt, wenn
wir das Bernoulli-Experiment 7z-mal unabhangig wiederholen.

PX=k=(")p1 = py™ firk e {0
. p p)' furk € {0,...,n}
EX)=np
Var(X) = np(1 — p)

Beispiel: Aus einer Urne mit genau 30 Kugeln, namlich 12 weiBen und 18 roten
werden (blind) nacheinander und mit Zuriicklegen genau 50 Kugeln
entnommen. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass genau 20 weiBe Kugeln

gezogen wurden?
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Binomialverteilung Beispielaufgabe zu diesem Thema

Eine Maschine stellt Produkte her. Man wei3, dass 5% der
Produkte fehlerhaft sind. Die Produkte werden in Kisten mit je 100
Produkten verpackt. Wie gro3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass in
einer Kiste genau 6 fehlerhafte Produkte sind?
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Geometrische
Verteilung

Bernoulli-Experiment: ({0,1}, P), mit P(1) = pund P(0) =1 — p.

Geometrische Verteilung X mit Parameter p zahlt die Uen bevor die erste | eintritt, wenn
wir das Bernoulli-Experiment unabhangig wiederholen.

PX =k =1 —-p)p,firk e N,
1-p
P
1 -p
p2
Beispiel: Aus einer Urne mit genau 30 Kugeln, namlich 12 weiBen und 18 roten
werden (blind) nacheinander und mit Zuriucklegen Kugeln entnommen. Wie

groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass erst 5 weiBe Kugeln und dann eine rote
Kugel gezogen wird?

EX) =

Var(X) =
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Geometrische Beispielaufgabe zu diesem Thema

Verteilung

Aufgabe 2
Es wird solange gewiirfelt, bis jede der Zahlen 1 bis 6 mindestens einmal erschienen ist.

Bezeichne mit X;, ¢« = 1,...,6, die Anzahl der Wiirfe bis die ¢-te verschiedene Zahl
geworfen wurde. Sei Y1 =1, YV, =X, — X,_1, 1 =2,...,6.

1. Wieist Y; — 1, 1 = 2,...,6 verteilt?
2. Wie grof3 ist der Erwartungswert der Zufallsvariablen Xg?

3. Man hat gerade die dritte verschiedene Augenzahl gewiirfelt. Wie grof ist die Vari-

anz der Zahl der Wiirfe, die man braucht bis das vierte verschiedene Wurfergebnis
kommt?
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Negative

Fiir r = 1 erhalten wir die geometrische Verteilung.

Binomialverteilung

Bernoulli-Experiment: ({0,1}, P), mit P(1) = pund P(0) =1 — p.

Negative Binomialverteilung X mit Parametern r und p zahlt die Anzahl von Oen bevor
die rte 1 eintritt, wenn wir das Bernoulli-Experiment unabhangig wiederholen.

+k—1
P(X:k):(r ; )p"(l—p)k,furkeNo

1_

EX)=r —ZF
p
1 —p

Var(X) =r- >
p

Beispiel: Aus einer Urne mit genau 30 Kugeln, namlich 12 weiBen und 18 roten
werden (blind) nacheinander und mit Zuriucklegen Kugeln entnommen. Wie
groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass vor der vierten weiBen Kugel schon 10

rote Kugeln gezogen werden?
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N_e gatl_ve ) Beispielaufgabe zu diesem Thema
Binomialverteilung

Fiir eine Lieferung werden 8 fehlerfreie Stiicke eines Artikels bendtigt. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass ein Artikel fehlerfrei ist, betriagt 0.8. Wie grof3 ist die Wahrschein-
lichkeit, dass die Lieferung genau mit der Herstellung des 10. Artikels abgeschlossen
wird?
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Hypergeometrische

Verteilung

Hypergeometrische Verteilung X mit Parametern &V, S und n zahlt die Anzahl von
Erfolgen beim 7n-maligen Ziehen ohne Zurucklegen.

(0)- ()

PX =k) = (N) ,furk € {0,...,n}
E():)—n a
=n-—
S ( S) N-—n
Var(X)=n-—-|1—-——] -
N N] N-1

Beispiel: Aus einer Urne mit genau 30 Kugeln, namlich 12 weiBen und 18 roten
werden (blind) und OHNE Zuriicklegen 10 Kugeln enthommen. Wie groB ist die
Wahrscheinlichkeit, dass von diesen Kugeln genau 6 rot sind?
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Hypergeometrische

Beispielaufgabe zu diesem Thema

Verteilung

Auf einer Ausstellung von 20 Gemaélden befinden sich 16 Originale und 4 Falschungen.
Ein Besucher wihlt zufillig 4 Bilder aus und kauft diese.

a) Wie ist die zufillige Anzahl X der Originale unter den 4 gekauften Bildern
verteilt?

b) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass er mindestens 3 Originale gekauft hat?

c) Jedes Original kann er mit Gewinn von 100€ verkaufen. Bei jeder Filschung
macht er 300€ Verlust. Wie grof} ist der erwartete Gewinn?
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Poisson Verteilung

Poisson Verteilung X mit Parameter A zihlt die Anzahl von seltenen unabhéangig
auftretenden Ereignissen, mit Durchschnittsrate A.

/lk
PX=k) = Fe"l, fir k € N,

Fur groBBes n kann die

1 k 1 n—k
Binomialverteilung durch die N L A 12
Poisson Verteilung ~ k n n

approximiert werden.

EX) = A

Var(X) = 4

Beispiel: In der Bundesliga fallen im Schnitt A = 3,03 Tore pro Spiel. Wie groB
ist die Wahrscheinlichkeit, dass im nachsten Spiel genau ein Tor fallt?
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Poisson Verteilung Beispielaufgabe zu diesem Thema

Auf ein Schachfeld mit 64 Feldern fallen zuféallig verteilt 100
Reiskorner. Was erwarten wir fur die Anzahl von Feldern auf denen
kein Reiskorn liegt?
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Exponential-

stetig

verteilung

Exponentialverteilung X mit Parameter 4 misst die Wartezeit bis zum ersten Ereignis in
einem Poisson-Experiment mit Parameter A.

—x .
Dichte: f(x) = {’16 firx 2 0

0 sonst
_Ax ..
P(sz)z{l—e furx > 0
0 sonst
E(X) : Var(X) :
= — ar = —
A A2

1
Beispiel: In einer Firma fallen pro Tag 2—00 der elektronischen Gerate aus — und

zwar unabhangig von ihrem Alter. Wie groB ist der Anteil der Teile, die hochstens 20
Tage halten?
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Exponential-

stetig Beispielaufgabe zu diesem Thema

verteilung

Aufgabe 2

Die Wartezeit X bei einer Telefon-Hotline sei exponentialverteilt mit Erwartungswert
E(X) =10 (Minuten).

1. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit mindestens fiinf Minuten warten zu miissen?

2. Angenommen man hat bereits 5 Minuten gewartet. Wie grof} ist die Wahrscheinlich-
keit noch mindestens 5 Minuten warten zu miissen?

3. Angenommen man ruft mit einem 2. Telefon gleichzeitig bei einer weiteren Hotline
an, die unabhingig von der ersten Hotline arbeitet. Die Wartezeit Y sei wiederum
exponentialverteilt und P(Y > 8) = %

a) Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit mindestens 5 Minuten warten zu miissen
bis zumindest eine der beiden Anrufe beantwortet wird?

b) Wie hoch ist die durchschnittliche Wartezeit bis zur ersten Antwort?
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Normalverteilung stetig

Normalverteilung X mit Parametern i und ¢ wird benutzt zur Approximation der
Binomialverteilung und Summen unabhangiger Zufallsvariablen.

1 1 (x—pu\"
Dichte: f(x) = exp| ——
o\ 2x 2 o

" 1 1 (t—u ’
PX <x) = exp| —— dt

J_oo 0N/ 21 2 o
EX) =u Var(X) = ¢*
X—u
X* = ist Standardnormalverteilt (Erwartungswert O, Varianz 1).
o

Werte fur die Standardnormalverteilung lassen sich in einer Tabelle ablesen.
Wir setzen dazu P(X* < x) = D(x).
Es gilt D(—x) = 1 — O(x).
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Normalverteilung stetig

Satz 4.3 (Satz von de Moivre-Laplace). Es sei 0 < p < 1 und X,, B(n,p)-verteilt
sowie X die zu X,, gehérende standardisierte Zufallsvariable. Dann gilt fir alle a <
b:

lim P(a < X; < b) = 6(b) — 6(a)

n—oo

wobei ¢ (wie tblich) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeich-
TE

Es folgt:
Ist X eine B(n, p)-verteilte Zufallsvariable, dann gilt
_ 1 1
PX<x)=® YT Das +3 kann man
vnp(l —p) auch weglassen.

Faustregel: gute Approximation, wenn np(1 — p) > O.
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Normalverteilung stetig

Satz 4.6 (Grenzwertsatz von Lindeberg-Levy). Es sei X1, Xs, ... eine Folge (stocha-
stisch) unabhdingiger und identisch verteilter (kurz: u.i.v. oder i.i.d.) Zufallsvariabler

mit 0* = Var(X,) > 0. Setzen wir u := E(X,) und S, := X; + ...+ X, so gilt:

lim P S"_"'“<b>:¢(b)—¢(a).

<
n—00 (CL_ U-\/ﬁ e
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Normalverteilung stetig Beispielaufgabe zu diesem Thema

Ein Werkstlick soll eine Bohrung erhalten mit einem Durchmesser von 50mm.
Die Toleranzgrenzen sind ¢, = 49,97mm und ¢, = 50,04 mm. Es sei bekannt,

dass die von den Bohrautomaten erstellten Bohrungen N(u, %) verteilt sind,
wobei 4 = S0mm und ¢ = 0.02mm gelten soll. Ein Werkstiick ist Ausschuss,

wenn der Durchmesser groBer als ¢, ausfallt. Ist der Durchmesser kleiner als 7,

so muss eine Nachbohrung durchgefuhrt werden.
Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Werkstlck Ausschuss ist?

Sie Wirfeln mit 30 Waurfeln. Wie groB3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass die
Augensumme der 30 Wrfel kleiner als 71 ist?
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Gesetz der grof3en
Zahlen

Satz 2.37 (T'schebyscheffsche Ungleichung). Es seien (€2,B(2), P) ein Wahrschein-
lichkeitsraum und X eine Zufallsvariable mit endlicher Varianz. Dann gilt fiir jedes

e >0:
Var(X)
< .

P(X — E(X)| =€)

Misst die Wahrscheinlichkeit dafur, dass ,,weit“ vom Erwartungswert abgewichen wird.

Satz 2.38 (Schwaches Gesetz der groflen Zahlen fiir unabhéngige Zufallsvariable mit
beschréankter Varianz). Seien X1, ..., X, paarweise unabhingige Zufallsvariable mit
gleichem Erwartungswert und endlicher Varianz Var(Xy) < M firl < k <n. Dann
qilt fiir alle e > 0:

p(l(X1+...+Xn)—E(X1) >

T

Misst die Wahrscheinlichkeit dafur, dass im Mittel ,,weit“ vom Erwartungswert
abgewichen wird. Fiir viele Wiederholungen strebt diese Wahrscheinlichkeit gegen 0.
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Gesetz der grof3en

Beispielaufgabe zu diesem Thema

Zahlen

Es wird n mal mit einem fairen Wiirfel gewiirfelt. Sei X; die Augenzahl im i-ten
Wurf, ¢ = 1,...,n. Die mittlere Augenzahl ist daher X := %Z?:l X;. Sei A das
Ereignis, dass die Abweichung der mittleren Augenzahl X zur erwarteten Augenzahl

1
eines Wiirfelwurfs, d.h. E(X;), grofer oder gleich 10 ist.

1
Bestimmen Sie die Mindestanzahl an Wiirfen, so dass P(A) < 100"
Seien X1, ..., X190 unabhéngige Zufallsvariablen mit gleichem Erwartungswert p und glei-

cher Varianz o2. Sei Y := 2}22 X; der Mittelwert. Wie grof darf o hochstens sein,
damit die Abweichung von Y zu p mit einer Wahrscheinlichkeit von 96% hochstens 1,5
betragt, d.h.

P(lY —p| <1,5) >0.96
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ICIL O

Noch nicht lange her, also sehr sehr knapp
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Erwartungstreu
Box-Plot

Mittelwert

Empirische Varianz

Median Stichprobe

Unteres Quartil _
Histogramm

Maximum-Likelihood Schitzer Schétzfunktion

Realisierung einer Schatzfunktion

Oberes Quartil

Konkrete Stichprobe
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Konfidenzintervalle

Sei Y eine Zufallsvariable, die die Treffer bei einer n-fachen Wiederholung eines
Bernoulli-Experimentes zahlt. Gesucht ist ein Konfidenzintervall fir die

Wahrscheinlichkeit p des Bernoulli-Experimentes.

Konkrete Stichprobe: Y = k
Geforderte Genauigkeit: 1 — o

Bestimme den Wert ¢ = ®~ (1 — a/2) aus einer Tabelle

1—p 0.900 0.950 0.975 0.990 0.995
c=¢ 1 (1—p4)]1282 1.645 1.960 2.326 2.576

Konfidenzintervall [p,(k), p (k)]

Anhand der konkreten Stichprobe &
schatzen wir, dass mit einer

Wahrscheinlichkeit von 1 — a gilt:
p € [p,(k), p,(k)]
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Hypothesentest

... letzte Woche und heute
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