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Zufallsvariablen

Definition 2.1
Sei (2, &/, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Funktion

X: Q- R
Mit endlichem oder abzahlbarem Wertebereich

X(€Q) = {x;, %, ...}

heiBt diskrete Zufallsvariable auf €.




Zufallsvariablen

Sei X eine (diskrete) Zufallsvariable auf 2. Fiir jedes x € R definieren wir die Ereignisse:

X=x):= {we Q| X(w) =x} und X <x)= {we Q| X(w)<x}.

Definition 2.3
(a) Die Funktion

V=Vy: X(Q) - [0,1]
x P~ Vix)=PX=x)

heiBt Verteilung der Zufallsvariablen X.

(b) Die Funktion ' = F : R — [0,1] mit
F(x) = P(X < x)

heiBt Verteilungsfunktion von X.




X=x)= {weQ|X(w)=x}

Zufallsvariablen X <0 = (0eQ|X) < x)

Satz 2.5. Ist X eine diskrete Zufallsvariable mit Wertemenge X(Q2) = {x; | 1 €
N} C R, so gilt fiir die zugehorige Verteilungsfunktion F:

(a) FirxeR ist F(x)=P(X <z)=>
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(b) Istx <y, so gilt F'(x) < F(y). (Monotonie)

(c) lim F(x)=0, :}LHSOF( ) =1.
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] X=x)= {weQ|X(w)=x}
Zufallsvariablen X <9z (0c0|Xw) <)

Satz 2.7. Ist ' die Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsvariablen X, so qilt
fiir alle reellen Zahlen a < b:

(a) Pla< X <b)=F(b) — F(a).

(b) P(X >a)=1— F(a).

Hier ist:
(a<X<b):= {wel|la<X(w)<b}

(X >x):

lw € Q| X(w) > x}



X=x)= {we Q| X(w) =x}
Erwartungswert

Definition 2.9.
Sei X eine diskrete Zufallsvariable und €2 hochstens abzahlbar. Falls

die Reihe Z | X(w) | P(w) konvergiert, so heiBt

we

EX)= ) X(@)P(w)
wel
Erwartungswert von X. Der Erwartungswert wird oft mit £(X) = u
bezeichnet.

Es gilt stets £(X) = Z x; - P(X = x;).
XEX(Q)

Auch fiir allgemeinen Wahrscheinlichkeitsraum €2 und diskrete X!



Erwartungswert

Satz 2.12. Sind X.Y zwer diskrete Zufallsvariablen mit existierenden Erwartungs-
werten, so gelten folgende Aussagen:

(i) Linearitit des Erwartungswerts: Fiir beliebige Konstante a,b € R gilt:
E(aX +b)=aFE(X)+0.

Zudem qilt:
E(X+Y)=EX)+ E(Y).




Erwartungswert

Funf Personen haben lhre Jacken an einer Garderobe abgegeben. Spater werden die
Jacken zufallig an die funf Personen herausgegeben. Was erwarten wir fur die Anzahl
von Personen, die lhre eigene Jacke bekommen haben?



Varianz

Definition 2.13.
(a) Ist X eine diskrete Zufallsvariable und existiert E(X?), so heiBt
Var(X) := E((X — E(X))?) = Z (x. — EX))*P(X = x))
x,€X(€2)
die Varianz von X.
(b) O = Oy = \/Var(X)

heiBt Standardabweichung von X.

Die Varianz ist ein MaB3 dafur, wie sehr die Zufallsvariable dazu neigt vom
Erwartungswert abzuweichen.

Die Standardabweichung gibt an, welche Abweichung vom Erwartungswert wir
erwarten.



Varianz

Satz 2.16 (Rechenregeln fiir die Varianz). Sind X, X;, 1 = 1,...,n Zufallsvariable,
fiir die E(X?) und E(X?) existieren, so gilt:

(i) Var(X) = E(X?) — E(X)?. (Verschiebungssatz)

(i1) Var(aX +b) = a*Var(X).




