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Kapitel 0

Einleitung

Im Zusammenhang mit der Mathematik des Zufalls hért man die Begriffe Wahrschein-
lichkeitsrechnung, Wahrscheinlichkeitstheorie, (mathematische) Statistik und Stochastik.
Die beiden ersten Begriffe werden synonym verwandt, das Wort Stochastik wird dagegen
als Sammelbegriff fiir die Wahrscheinlichkeitsrechnung und die Statistik benutzt. Diesen
beiden Teilgebieten der Stochastik wollen wir uns in dieser Vorlesung zuwenden.

Dass beim Umgang mit Zufallsphénomenen selbst Fachleute - sprich Mathematiker -
Irrtiimern unterliegen konnen, zeigt das sog. ”Ziegenproblem” aus dem Jahr 1991, das
langere Zeit "heify” diskutiert wurde. Es geht um folgendes ” Gliickspiel”:

Ein Teilnehmer einer (amerikanischen) Fernsehshow erhélt die Gelegenheit,
ein Auto zu gewinnen. Dazu sind auf der Biihne drei geschlossene Tiiren
aufgebaut. Hinter einer dieser Tiiren befindet sich ein Auto, hinter den
beiden anderen eine Ziege, sozusagen als Niete. Der Kandidat wéhlt nun
eine der Tiiren aus, die aber zunéchst verschlossen bleibt. Der Spielleiter,
der genau weif3, hinter welcher Tiir das Auto steht, zeigt dem Kandidaten
durch das Offnen einer der beiden anderen Tiiren eine Ziege. Daraufhin
erhélt der Kandidat die Mdoglichkeit, bei seiner Wahl zu bleiben oder aber
die andere noch verschlossene Tiir zu wihlen.

Soll der Kandidat umwiéhlen oder nicht? Hieriiber entbrannte eine heifle Diskussion. Je-
der glaubte seine Empfehlung richtig begriinden zu kénnen. Hier eine Auswahl der ”Be-
griindungen”:

1. Die Chance, das Auto zu gewinnen ist % Also ist es gleichgiiltig, ob umgewahlt wird
oder nicht.

2. Die Wahrscheinlichkeit, bei der ersten Wahl das Auto zu treffen, ist geringer als die,
eine Ziege zu treffen. Wenn aber eine Ziegentiir getffnet ist, stehen die Chancen fiir
Auto und Ziege 50:50. Also ist es besser, umzuwéhlen, denn so verbessert man die
Gewinnchance.

3. Am Anfang erwischt man mit einer Wahrscheinlichkeit von % eine Ziege. Man hat

also im ersten Anlauf eher eine Niete. Deshalb sollte man umwéahlen. Das ware
logischer.
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4. Wahlt man grundsétzlich um, so gewinnt man das Auto nicht, wenn man schon bei
der ersten Wahl die Autotiir getroffen hatte.

In der Tat erh6ht das Umwéhlen die Gewinnchancen auf das Auto. Wer nédmlich im ersten
Durchgang eine Ziegentiir gewihlt hat - und die Wahrscheinlichkeit dafiir betragt % -
gewinnt durch Umwiéhlen das Auto. Wer dagegen im ersten Durchgang die Tiir mit dem
Auto gewahlt hat - und die Wahrscheinlichkeit dafiir betragt ”nur” % -, bekommt durch
Umwiéhlen eine Ziege und hat damit Pech. Umwéhlen erhoht also die Gewinnchance von
% auf % Wir werden spéter noch einmal ausfiihrlich auf die ”theoretischen” Hintergriinde
fiir diesen Sachverhalt eingehen.

Das zweite Beispiel bezieht sich eher auf die Statistik. Nachdem im Wintersemester
2007/08 an der Universitdt Duisburg-Essen der Bachelor-Studiengang ” Angewandte In-
formatik” den Diplom-Studiengang abgeltst hat, schliefen am Ende des Sommersemesters
2010 die ersten 10 und am Ende des Wintersemesters 2010/11 weitere 10 Studierende
das Bachelor-Studium ab. Daraus wird der Schluss gezogen, dass die durchschnittliche
Studiendauer in dem neuen Studiengang bei 6,5 Semestern liegt und damit fast bei der
Regelstudienzeit. Also beschleunigen die neuen Studiengéinge das Studium.

Wer sonst sollte denn nach 6 Semestern - einmal abgesehen von Seiteneinsteigern, die an
anderen Hochschulen schon zu einem fritheren Termin das Bachelor-Studium beginnen
konnten, und von Wechslern aus dem Diplom-Studiengang, die in ein hoheres Semester
im Bachelor-Studiengang eingestuft wurden, - das Studium beenden? Das miissen die
Anfinger aus dem WS 2007/08 sein, und zwar diejenigen, die nach 6 Semestern alle not-
wendigen Priifungen abgelegt haben. Dies sind die sehr guten und guten Studierenden
aus dem genannten Anfangssemester. Aus den Zahlen alleine kann man gar keinen Riick-
schluss auf die durchschnittliche Studiendauer ziehen. Das geht erst, wenn der Studiengang
mehrere Jahre studiert wurde. In den ersten Jahren ist z.B. der Median ein aussagekréfti-
gerer Wert als der Mittelwert. Aber auch spiter muss der Mittelwert die tatséchliche
Studiendauer nicht richtig widergeben. Nehmen wir mal an, dass im Sommersemester
2015 insgesamt 30 Studierende das Bachelor-Studium abschlieffen; davon haben 10 nach
6 Semestern, 5 nach 7 Semestern, 5 nach 8 Semestern, 5 nach 10 Semestern, 3 nach 12
Semestern und 2 nach 16 Semestern das Studium abgeschlossen. Das ergébe als Mittelwert

1
d=25(10:6+5-7+5-8+5-10+312+2-16) ~ 8,4

schreibt man dagegen die Semesterzahlen der Grofle nach auf, so ergibt sich der Median
wegen der folgenden Rangplitzeauflistung

6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,7,7,7,7,7,8,8,8,8,8,10, 10, 10, 10, 10,12,12, 12, 16, 16

als arithmetisches Mittel der 15-ten und 16-ten Zahl in dieser Auflistung, d.h. 7,5. Die
wenigen ” Ausreifler” mit hohen Semesterzahlen heben den Schnitt nach oben, wéihrend
der Median aussagt, dass die Hélfte der Absolventen im Sommersemester 2015 hochstens 7
Semester studiert hat. Um Zahlen zu interpretieren muss das ” Umfeld” betrachtet werden,
in dem diese Zahlen erhoben wurden.

Als weiteres Beispiel betrachten wir die Aussage:



”Die Wahrscheinlichkeit, dass ein (zufillig ausgewédhltes) neugeborenes Kind ein
Junge ist, betréigt 0,515.”

Mit naturwissenschaftlichen Argumenten wird man diese Aussage nicht begriinden kénnen.
Dieses Ergebnis ergibt sich aus einer statistischen Datenauswertung, d.h. als relative
Héufigkeit aus einer (grofien) Gruppe von Kindern, bei der geschlechtsspezifisch abgezéhlt
wurde.

Es hat viele Erklarungsansétze gegeben, etwa den, dass auf Grund der Tatsache, dass bei
kriegerischen Auseinandersetzungen hiufig Manner zu Tode kommen, aus Art-erhaltenden
Griinden mehr Jungen als Méadchen geboren werden miissen.

Man kann sagen, dass die ”Wahrscheinlichkeitstheorie” Methoden zur Verfiigung stellt,
mit denen man sozusagen einen Gewissheitsgrad fiir das Eintreten eines Ereignisses be-
rechnen kann.

Die ”Statistik” stellt Methoden bereit, um aus empirisch gewonnenen Daten Riickschliisse
auf eine der Untersuchung nicht zugéngliche weitaus gréflere Datenmenge zu ziehen, wie
im 3. Beispiel oder bei Hochrechnungen im Zusammenhang mit Wahlen.
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Kapitel 1

Grundbegriffe der
Wahrscheinlichkeitsrechnung

1.1 Grundlegende Begriffe

Der Begriff ”wahrscheinlich” wird im Alltag in verschiedenen Situationen verwendet, hat
dabei auch unterschiedliche Bedeutung. Der mathematischen Interpretation des Begriffs
kommt man sehr nahe, wenn man folgende Aussage betrachtet:

”Die Wahrscheinlichkeit, mit einem (nicht gezinkten) Wiirfel eine 5 zu wiirfeln,
betragt 1/6.”

Es gibt 6 Moglichkeiten als Ergebnis eines Wurfes; wenn der Wiirfel nicht gezinkt
ist, wird jedes Ergebnis gleichwahrscheinlich sein. Der Statistiker wird diese Defini-
tion fiir einen nicht gezinkten Wiirfel zum Anlass nehmen, um durch eine héufige
Wiederholung des Experimentes festzustellen, ob der Wiirfel nicht gezinkt ist. Wenn
er einen Wiirfel 100-mal wirft und dabei folgende Ergebnisse erzielt

k|12 |3|4|5]|6
hi | 15116 | 18 | 17 | 16 | 18

(dabei sei k die Augenzahl und hy, die Haufigkeit, mit der diese Augenzahl gewiirfelt
wurde), so wird er wahrscheinlich zu dem Ergebnis kommen, dass dieser Wiirfel nicht
gezinkt ist. Es ist ndmlich die relative Hiufigkeit fiir das Auftreten der Augenzahl

h 1 _
k gleich ﬁ ,also ry = 0,15, 15 = 0,16, r3 = 0, 18 usw. im Vergleich zu 6= 0, 16.

Es stellt sich die Frage, wie grof§ die Abweichung von r; zu 6 sein darf, damit man

noch von einem nicht gezinkten Wiirfel sprechen kann?

Stochastische Verfahren werden in den unterschiedlichsten Bereichen unseres téglichen
Lebens eingesetzt, z.B.

11
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Medizin: Wirksamkeit von verschiedenen Medikamenten
Modelle fiir die Ausbreitung von Epidemien
Verkehrswesen: Uberbuchung von Flugzeugen

Versicherungswesen: Kalkulation von Pramien

Meinungsforschung:  Hochrechnungen aufgrund représentativer
Stichproben

Informatik: Analyse von Algorithmen oder Netzwerken

Wir wollen nun unsere Uberlegungen idealisieren.

Definition 1.1. Wir nennen einen Vorgang ein (ideales) Zufallsexperiment, wenn
folgende Gegebenheiten vorliegen:

1. Das Experiment wird unter genau festgelegten Versuchsbedingungen durch-
gefiihrt, z.B. mit denselben Wiirfeln auf einem bestimmten Tisch.

2. Das Experiment hat verschiedene mogliche Ergebnisse,

- die alle vor der Durchfiihrung bekannt sind und

- von denen jeweils genau eines eintritt.

3. Das Experiment ist nicht determiniert, d.h. dass vor Beendigung des Experi-
ments das Ergebnis ungewiss ist.

4. Das Experiment ist (zumindest in der Vorstellung) beliebig oft unter den glei-
chen Bedingungen durchzufiihren.

Definition 1.2. Die Menge aller Ergebnisse eines Zufallsexperiments bezeichnet man
iiblicherweise mit 2. 2 heiffit Ergebnisraum oder Ergebnismenge oder Grundraum
oder Raum der Elementarereignisse.

Jedes w € ) heifit ein Elementarereignis. Ein Ereignis ist dann eine Teilmenge von
Q.

Im obigen Wiirfel-Beispiel kann z.B. = {w, ..., ws} gewihlt werden, wobei wy, bedeutet,
dass das Ergebnis beim Wiirfeln die Augenzahl k£ ergeben hat.

Z.B.ist E = {wy,ws,ws} das Ereignis, dass sich beim Wiirfeln eine ungerade Augenzahl
ergibt. Wir sagen, dass ein Ereignis A C 2 eintritt, wenn ein Elementarereignis w € A
eintritt.

Die Menge €2 kann endlich, abzéhlbar unendlich oder auch iiberabzéhlbar unendlich, z.B.
eine Teilmenge der reellen Zahlen, sein.

Alle moglichen Ereignisse fasst man zusammen zu einer Menge, die iiblicherweise mit A
bezeichnet wird. Diese Menge A muss bestimmten Anforderungen geniigen, damit man
damit "mathematisch” arbeiten kann:
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Definition 1.3. Ein System A von Teilmengen von €2 heift eine Ereignisalgebra oder
o-Algebra auf €, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) Ist A€ A, soistauch A=Q\Aec A.
(ii) Es ist stets 2 € A.
(iii) Sind A;, Ay, ... € A, so ist auch U Ay € A. Dabei kann die Vereinigung eine
k

endliche oder abzdhlbar unendliche Vereinigung sein.

Sprechweisen:
o A : A tritt nicht ein; A€ A
e AUB : A oder B treten ein; A,Be A
e ANB : Aund B treten ein; A, B € A.
AuB0O
Q
AnBO
Q

<l

|




14 KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE DER WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG

Elementare Eigenschaften von o-Algebren werden in den Ubungen behandelt.

Bemerkung 1.4. (i) Ist 2 eine endliche Menge mit n Elementen, so bildet die Potenz-

(i)

(iii)

menge PB(2) von (2 eine Ereignisalgebra. P(2) besitzt 2™ Elemente; dies zeigt man
induktiv.

Betrachten wir den Wiirfel mit Q@ = {w,...,ws}, so bedeutet z.B. A = {wy, w4},
dass das Ergebnis die Augenzahl 1 oder 4 ist. Das komplementére Ereignis ist dann
A = {wa, w3, ws, we}-

Ist Q abzédhlbar unendlich, etwa €2 = N, so konnen wir ebenfalls als Ereignisalge-
bra die Potenzmenge von €2 wihlen. Allgemeiner ist fiir Q # 0 stets () eine
Ereignisalgebra.

Seien Q # 0, F C PB(Q).
Die kleinste o-Algebra, die F enthélt, ist gegeben durch

A(F) :={A € B(Q)] fiir jede o-Algebra A mit F C A gilt A € A}.
A(F) heifit die von F erzeugte o-Algebra.

Oft zur Modellierung benétigt: 2 = R™.
Wahle F als Menge aller nach links halboffenen Intervalle

(a,b] ={z = (21,...,2,) €ER" | a; <x; < b;,1 <i<n}
fira=(ay...,a,),b=(by,...,b,) € R™

Die zugehorige o-Algebra A(F) =: B" heifit Borel’sche o-Algebra; die Elemente von
B™ heiflen Borelmengen.

Bemerkung 1.5. Alle offenen und abgeschlossenen Teilmengen liegen in B", aber es gilt
B' # P(R").

B" wird auch vom System aller offenen (oder abgeschlossenen) Teilmengen des R™ erzeugt.

Nun wollen wir jedem Ereignis, d.h. jedem A € A eine Zahl zuordnen, die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass dieses Ereignis eintritt. Diese Zuordnung soll ebenfalls bestimmten
Bedingungen geniigen.
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Definition 1.6. a) Es sei A eine Ereignisalgebra auf 2; eine Abbildung (oder:
eine Mengenfunktion) P : A — [0, 1] heifit ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ oder
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, wenn P folgende Bedingungen erfiillt:

(i) PE)=1
P (U Ak> =Y P(4) (o-Additivitét)
k k
fiir hochstens abzéhlbar viele, paarweise disjunkte Ereignisse Ay, Ao, ... aus A.

Fiir endlich viele Mengen Ay steht auf der rechten Seite eine endliche Summe;
ist dagegen die Anzahl der Mengen A, abzdhlbar unendlich, so steht auf der
rechten Seite eine unendliche Reihe. Das Tripel (2, A, P) heifit Wahrschein-
lichkeitsraum.

Ist © hochstens abzihlbar, so heifit (2, A, P) diskreter Wahrscheinlichkeits-
raum.

b) Allgemeiner nennt man eine auf einer o-Algebra A C B(2) definierte nicht-
negative, o-additive Mengenfunktion p ein Maff und das Tripel (£2,.A, ) ein
Mafraum; das Paar (€2, A) heifit ein messbarer Raum (oder Messraum) und die
Elemente A € A heiflen messbare Mengen.

Satz 1.7. Seien (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B, Ay, As, ... € A.
Dann gilt:

(1) P(0) =0 und 0 < P(A) <1 fiir alle A € A.

(2) P(A)=1- P(A).
(3) AC B = P(A) < P(B), i.e. p ist monoton.

(4) P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B) = P(A) + P(B).

o0

(5) PUA <) P(4A).

=1
(6) AC B = P(B\A)=P(B)— P(A).
(7) (Siebformel von Sylvester-Poincare)

P@A") _ ;:;P(A»— > P(Aun4s)

1<iy <ig<n

o+ (D" > P(A,N-NA4,)

1<y <-<ip_1<n

+(=1)" P P(AiNAyN---NA).
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(8) (Bonferroni-Ungleichung)
Spa) - Y m&mmmgpﬂJ&)ggpmJ
i=1 1<iy <iz<n i=1 i=1

Weitere obere bzw. untere Schranken ergeben sich durch Abbruch in (7) nach
+ bzw. - Zeichen.

Beweis. Wir beweisen hier nur (1)-(4) und (6). B B
Zu (2): Aus Definition 1.6 (a), (i) und (ii) folgt direkt wegen AN A =0 und AU A =

P(A) = P(Q) — P(A) =1— P(A).

Zu (1): Sofort aus (2) mit A = 2 wegen P(Q2) = 1.
Zu (4): Es ist B
AUB =AU (ANDB),

wobei AN (AN B) =0 ist; also gilt nach Definition 1.6 (a), (ii)

P(AUB) = P(A)+P(4
( + P(ANB)— P(ANB)
(ANB)U(ANB))— P(ANB)
((AUA)NB)— P(ANB)
(QNB)—P(ANDB)
(

Zu (3), (6): Mit B= AU (B\ A) und AN (B\ A) = folgt aus Definition 1.6 (a), (ii):
P(B)=P(A)+ P(B\ A) > P(A).

0

1.2 Laplace-Experimente; Berechnung von Wahrschein-
lichkeiten durch kombinatorische Uberlegungen

Bei einem fairen Wiirfel haben wir angenommen, dass alle Ergebnisse gleichwahrscheinlich
sind. Diese Situation trifft bei vielen Zufallsexperimenten zu. Dies fiithrt auf die

Definition 1.8. Ist (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit endlichem Grund-
raum 2 und ist P(w) fiir alle Elementarereignisse w € 2 gleich grof};, so heifit
(Q, A, P) ein Laplace-Raum. In diesem Fall ist P(w) := P({w}) = ﬁ, wobei
|| = 4 die Anzahl der Elemente von 2 bedeutet. Man nennt dann das Zufallsex-
periment, das zu dem Ergebnisraum (2 fiihrt, auch ein Laplace- Experiment.
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Bemerkungen 1.9. a) Ist (Q, A, P) ein Laplace-Raum und A ein (beliebiges) Er-
eignis, so gilt aufgrund der Eigenschaften von P:

()= Al
12/ I?:
Héufig wird dies auch folgendermaflien ausgedriickt:

P(A) = Anzahl der fiir A giinstigen Fille

Anzahl der moglichen Félle

b) Wir betrachten das Werfen mit zwei Wiirfeln und fragen nach der Wahrscheinlich-
keit, dass die Augensumme eine der Zahlen zwischen 2 und 12 ist. Als Grundraum
ist die Menge

Q={(,j)[1<i,j <6}

geeignet. () enthilt 36 Elemente. Die Wahrscheinlichkeit, ein Elementarreignis zu
wiirfeln ist %. Nun miissen wir zdhlen, auf wieviele Arten die Summe £ mit 2 <
k < 12 gewiirfelt werden kann. Fiir £ = 2 und k& = 12 ergibt sich jeweils genau eine
Moglichkeit; also ist die Wahrscheinlichkeit jeweils % dafiir, dass die Augensumme
2 oder 12 ist. Fiir £ = 3 und k£ = 11 gibt es dagegen jeweils zwei Moglichkeiten,
namlich durch das Wiirfeln des Tupels (1,2) oder (2, 1) bzw. durch (5,6) oder (6, 5).
Die Augensumme k = 6 ergibt sich durch Wiirfeln von (1, 5), (2,4), (3,3), (4,2) oder

(5,1); also ist die Wahrscheinlichkeit, die Augensumme k = 6 zu erhalten: %.

Zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten bei Laplace-Experimenten kénnen kombinato-
rische Uberlegungen herangezogen werden:
Wir beginnen mit der Betrachtung von r» Mengen A;, A, ..., A, mit n, Elementen fiir
1 < k < r. Dann ist die Anzahl der geordneten r-Tupel (aq,...,a,) mit a € A fir
1 < k <7 das Produkt .

LI

k=1

(vgl. das Abzédhltheorem 1.16 aus Mathematik fiir Informatiker I); speziell fiir n; =
..n, =: n erhalten wir als Anzahl

n’.

Ist also A eine Menge mit n Elementen, so ist die Anzahl der geordneten r—Tupel
(ay,...,a,) mit (nicht notwendig paarweise verschiedenen) Elementen a4, ..., a, € A gera-
de n"; diese r—Tupel nennt man auch eine r-Permutation der Menge A mit Wiederholung;
fiir diese Permutationen schreiben wir auch Per,.(A); es gilt also |Per,.(A)] = n". Ist A
eine Menge mit n Elementen, so ist die Anzahl der geordneten r-Tupel (ai,...,a,) mit
paarweise verschiedenen ay gleich

nn—1)-...-(n—(r—1)) = (nfr)! - (“)r! =: (n),.

r

Dies sind die r-Permutationen der Menge A ohne Wiederholung. All diese Permutationen
fassen wir in der Menge Per)(A) zusammen; es gilt |Per’(A)| = (n),. Dies macht nur
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dann Sinn, wenn r < n ist. Die n—Permutationen der Menge A (mit n Elementen) ohne
Wiederholung heilen auch Permutationen der Menge A; es gilt

Per!(A) = (n), =n! fir |A| =n.

Man beachte, dass jede dieser Permutationen genau einer bijektiven Abildung f: A — A
entspricht.

Fiir die Anzahl der r—elementigen Teilmengen von A mit |A| = n ergibt sich nach dem
oben Gesagten der Binomialkoeffizient

(7)==

weil sich aus einer r-elementigen Menge genau r! verschiedene r-Tupel mit paarweise
verschiedenen Eintrédgen bilden lassen.

Sei nun A = {1,...,n}. Fir die Menge der r-Permutationen der Menge {1,...,n} mit
bzw. ohne Wiederholung schreiben wir auch kurz Per,.(n) bzw. Perf(n).

Wir definieren noch die Menge der r-Kombinationen mit und ohne Wiederholung der
Menge {1,...,n}. Sei B C {1,...,n} eine r-elementige Teilmenge. Wir kénnen die Ele-
mente von B = {by,...,b.} der GroBle nach sortieren und erhalten a; < ay < ... < a,
(mit a; € B). Ein solches r—Tupel (a4, ..., a,) heisst r-Kombination aus {1,...,n} ohne
Wiederholung. Wir schreiben

Komy(n) :={(a1,...,a,) |1 <ay <---<a, <n}.
Wir betrachten die Menge
Kom,(n) = {(ay,...,a,) |1 <a1 <---<a, <n};

dies ist die Menge der r-Kombinationen aus {1,...,n} mit Wiederholung. Die Anzahl der

Elemente ist
—1
| K om? (n)| = (”) |Kom,(n)| = ("” ) .
T

r

Um letztere Beziehung einzusehen, bedient man sich des folgenden Tricks: Sei (ay, ..., a,)
ein beliebiges Element aus Kom,.(n), so transformieren wir die Elemente dieser Kombi-
nation durch

(%) bj=a;+j—1.

Dann gilt 1 < b <by < ... <b. <n+r—1;alsoist b = (by,...,b.) ein Element aus
Kom}(n 4+ r —1). Da durch (%) verschiedene a's auf verschiedene 0's abgebildet werden
und da umgekehrt durch

aj::bj—j—l—l

jedes b € Kom!(n+r —1) in genau ein a € Kom,(n) transformiert wird, gilt

-1
|Kom,(n)| = |Komi(n+r—1)| = (n—i—r ) :

r
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Seien schliellich Zahlen rq, ..., rs aus N gegeben mit Z r, = n. Dann ist die Anzahl der
k=1
moglichen Zerlegungen von A in Teilmengen Ai,..., A, mit jeweils r, Elementen, d.h.

U Ay = A und |Ag| = 1, gleich
k=1

n!
rleoergl
In der Tat: Aus der Menge A konnen wir <::L) Teilmengen von A mit r; Elementen
1

auswahlen. Aus dem Rest A \ A; mit n — r; Elementen kénnen wir dann (n ; 7”1)
2

Teilmengen A, mit 7o Elementen bilden usw. Somit erhalten wir insgesamt

n n—mTr n—7r—Tr9—...—Ts_1
e ro r,

B n! (n—mry)! (m—ry—rg— ... —7T5_1)!
S n=r)lr! (= =)l T (= — =)l

=1

Beispiel 1.10 (Das Urnenmodell). (a) Zur Veranschaulichung der r-Permutationen und
r-Kombinationen der Menge {1, ..., n} mit bzw. ohne Wiederholung kénnen wir das
Urnenmodell heranziehen.

Dabei denken wir uns eine Urne gefiillt mit n € N durchnummerierten Kugeln. Nun
ziehen wir r-mal hintereinander je eine Kugel aus der Urne (ohne hinzusehen) und
notieren nach jeder Ziehung die Nummer der gezogenen Kugel. Legen wir nach jeder
Ziehung die gezogene Kugel in die Urne zuriick, so entspricht das Ergebnis dieses
Zufallsexperiments (unter Beachtung der Reihenfolge) genau einer r-Permutation
einer n-elementigen Menge mit Wiederholung.

Dagegen entspricht das r-malige Ziehen einer Kugel ohne Zuriicklegen (unter Beach-
tung der Reihenfolge) genau einer r-Permutation ohne Wiederholung. Man beachte,
dafl wir in beiden Féllen (d.h. mit/ohne Zuriicklegen) die Reihenfolge der gezoge-
nen Kugeln beriicksichtigen miissen. Beriicksichtigen wir die Reihenfolge nicht, so
erhalten wir ein Modell fiir die r-Kombinationen.

Zusammenfassend kénnen wir fiir unser Urnenmodell folgende Aussagen treffen:

Die Anzahl der moglichen Ausgénge beim r-maligen Ziehen einer Kugel aus einer
Urne mit n durchnummerierten Kugeln ist
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ohne Zuriicklegen mit Zuriicklegen

ohne Bertick-
sichtigung der | | Kom:(n) |= (") | | Kom,(n) |= ("7~
Reihenfolge

mit Beriick-
sichtigung der | | Per(n) |= (n), | Per,(n) |[=n"
Reihenfolge

(b) Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit beim Lotto (6 aus 49) einen Fiinfer mit bzw.
ohne Zusatzzahl zu tippen? Wir betrachten das Zahlenlotto als Laplace-Experiment.
Wir kénnen uns die 49 Kugeln zerlegt denken in 6 Gliickszahlen und 43 Restzahlen,
bestehend aus 42 Nieten und einer Zusatzzahl. Berechnen wir die Wahrscheinlichkeit
als relative Héufigkeit, so miissen wir zunéchst die Anzahl der Zerlegungen der 49
Zahlen in eine 43- und eine 6- elementige Menge berechnen, dies ist die Anzahl der
verschiedenen Maoglichkeiten, den Lottoschein auszufiillen. Diese Anzahl ist nach

den Voriiberlegungen
49! /49
6!-43!  \ 6 )"

Wie viele Moglichkeiten gibt es, dass 5 Zahlen mit denen aus der G-elementigen

7 Gliicksmenge” {ibereinstimmen? Es gibt 6 = (g) Moglichkeiten.

Beim ”Fiinfer mit Zusatzzahl” muss die 6. Zahl mit der Zusatzzahl iibereinstimmen,
also ist 6
p ("Fiinfer mit Zusatzzahl)” = Y 4.291-107".

(<)

Beim " Fiinfer ohne Zusatzzahl” muss genau eine der sechs Zahlen mit einer der 42
Nieten iibereinstimmen; dafiir gibt es je 42 Moglichkeiten, also ist

(In ca. 43 von 100 Millionen Féllen.)

p ("Fiinfer ohne Zusatzzahl”) = ——— ~ 1.802 - 107°.

(In ca. 18 von 1 Million Féllen.)

1.3 Mehrstufige Zufallsexperimente

Héaufig besteht ein Zufallsexperiment aus mehreren Teilexperimenten. So kénnen wir z.B.
das Ziehen der ersten 6 Zahlen beim 6-er Zahlenlotto als 6-stufiges Zufallsexperiment
auffassen. Als Ergebnismenge beim Ziehen der ersten Zahl konnen wir die Menge ; =
{1,2,...,49} der ersten 49 natiirlichen Zahlen betrachten. Wird die Zahl n; gezogen, so
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verdndert sich beim Ziehen der zweiten Zahl die Ergebnismenge auf Q5 = ; \ {n1} usw.
Als Ergebnismenge betrachten wir dann 2 = Q; x ... x Q.

Wir wollen das Wesentliche bei mehrstufigen Zufallsexperimenten allerdings an einem
einfacheren Beispiel verdeutlichen.

Beispiel 1.11. Wir betrachten eine Urne mit 2 roten und 3 schwarzen Kugeln. Es wird
rein zuféllig eine Kugel aus der Urne gezogen; ihre Farbe wird notiert und anschlieBend
werden diese Kugel und eine weitere Kugel derselben Farbe in die Urne zuriickgelegt.
Nach gutem Durchmischen wird wiederum eine Kugel aus der Urne gezogen. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit ist diese Kugel rot?

Schreiben wir sozusagen zur Abkiirzung fiir das Ziehen einer roten Kugel eine 1 und fiir
das Ziehen einer schwarzen Kugel eine 0, so kénnen wir als Ergebnismenge fiir das 1. und
das 2. Ziehen jeweils ©; = )y = {0, 1} wihlen. Wir suchen dann die Wahrscheinlichkeit
fiir das Ereignis A = {(1,1), (0, 1) }. Wie miissen wir auf der Potenzmenge von 2 = €y x ),
ein Wahrscheinlichkeitsmafl geméfl Definition 1.6 festlegen?

Wir wiirden bei einer oftmaligen Wiederholung des Experiments beim ersten Zug mit
Wahrscheinlichkeit p; = % eine rote und mit Wahrscheinlichkeit p, = % eine schwarze
Kugel erwarten. Wird beim 1. Zug eine rote Kugel gezogen, d.h. ist a; = 1, so befinden
sich vor dem 2. Zug in der Urne 3 rote und 3 schwarze Kugeln. Ist dagegen a; = 0, so
befinden sich vor dem 2. Zug 2 rote und 4 schwarze Kugeln in der Urne. Im ersten Fall
wird man dann in der Halfte aller Fille als zweite Kugel eine rote Kugel erwarten. Im
zweiten Fall erwartet man dagegen in 2 von 6 Ziehungen eine rote Kugel. Also ist es
sinnvoll, die Wahrscheinlichkeiten auf €2 folgendermaflen festzulegen:

2 1 2 1 3 1
.2, P,0)== P0O,1)=2-- und P =

ot W
[GCR )

Offenbar ist z.B. die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die zweite gezogene Kugel rot ist:

I 1 2

Wir kénnen mehrstufige Zufallsexperimente an einem Baumdiagramm veranschaulichen.

Start
2 v N f
1 0
3 N33 N3
1 0 1 0
1 1 1 2
5 5 5 5

Definition 1.12. Es sei ); endlich oder abzéhlbar unendlich fiir j = 1, ..., n; ferner
sei P; eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf 2. Fiir jedes a; € €2y sei ein System
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von Ubergangswahrscheinlichkeiten P(ag|a;) > 0 mit

Z Pg(a2|a1) =1 fir alle ay € Ql

a2€Q2

gegeben. Wir betrachten als Grundraum eines n—stufigen Zufallsexperiments die
Menge 2 = Q) x ... x €, und definieren unter der Voraussetzung, dass fiir die
Modellierung des Ubergangs vom (j —1)—ten zum j—ten Teilexperiment (2 < j < n)
ein System von Ubergangswahrscheinlichkeiten

Pj(aj|a1, 0009 Clj_l) >0 fir jedes (al, co CLj_l) S Ql X ... X Qj—l
mit
Z Pj(aj|a1, c. ,CLj_l) =1 fir alle (al, . .CLj_l) c Ql X ... X Qj—l
a]‘EQj

gegeben ist, die Wahrscheinlichkeit P(w) fir w = (a4, ..., a,) nach der ersten Pfad-
regel durch
P(w) = Pl(al) . Pg(a2|a1) 500 ° Pn(an|a1, 500 an_1> o

Dann ist (2, B(€2), P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, wenn wir fiir eine Teilmenge
A C Q definieren
P(A)=) P(w).

wEA

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A berechnet sich als Summe aller Wahr-
scheinlichkeiten, die in der n—ten Stufe zu einem w € A fiithren. Diese Eigenschaft
wird auch zweite Pfadregel genannt.

Héufig kommt es vor, dass die Teilexperimente von dem Ablauf der vorhergehenden Teil-
experimente unabhéingig sind. Wir prézisieren dies in der folgenden

Definition 1.13. Ist ein n—stufiges Zufallsexperiment gegeben und gilt fiir das Sy-
stem der Ubergangswahrscheinlichkeiten

Pj(ajlay, .. .,a;-1) = Pj(ay)

fir alle a; € Q;,a1 € ..., a1 € Q;_4, dann ist (2, P(Q), P) mit

n

P(w) =[] Pilay) firw=(a,...,a)

Jj=1

ein Wahrscheinlichkeitsraum. Man nennt solche mehrstufigen Zufallsexperimente auch
Produktexperimente (vgl. auch Definition 1.21).
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1.4 Bedingte Wahrscheinlichkeiten, der Satz von Bayes
und Beispiele

Wir wollen uns nun damit beschéftigen, wie man Vor- und Zusatzinformationen verarbei-
ten kann. Dazu betrachten wir das folgende

Beispiel 1.14. Drei Maschinen produzieren denselben Artikel, allerdings mit unterschied-
licher Qualitit. Aus langer Erfahrung weifl man, dass Maschine 1 nur 2 % Ausschuss pro-
duziert, Maschine 2 dagegen 10 % und Maschine 3 schliellich 4 %. Die Anteile der drei
Maschinen an der Gesamtproduktion betragen 30 %, 50 % bzw. 20 %. Von der Gesamt-
produktion wird ein Artikel zufillig ausgewahlt. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass
der Artikel unbrauchbar ist?

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Artikel, der von Maschine 1 produziert wurde, unbrauch-
bar ist, ist 0.02. Wir schreiben dafiir

P(U|M;) = Py, (U) = 0.02

und meinen dabei mit U das Ereignis, dass ein Artikel unbrauchbar ist und mit M, dass
der Artikel von Maschine 1 produziert wurde. Entsprechend ist

PU|Mz) = Py,(U) =0.1

und
P(U|M3) = Py, (U) = 0.04.

Definition 1.15. Es sei (92,4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Sind A und B zwei
Ereignisse, d.h. A, B € A, mit P(B) > 0, so ist die bedingte Wahrscheinlichkeit
P(A|B) = Pp(A) (”Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B”) definiert
durch P(AN B)
N
Pg(A) = ———=

Betrachten wir zwei Ereignisse A und B und ihre ” Gegenereignisse” A und B, so koénnen
wir folgende " Tafel” aufstellen, wobei jeweils der Ergebnisraum als disjunkte Vereinigung
dargestellt wird.

B B

A|lANB ANB

A|lANB ANB

Unter den Ereignissen, die die 'Eigenschaft’ B erfiillen, betrachten wir noch die Ereignisse,
die zusétzlich A erfiillen. Das ergibt die bedingte Wahrscheinlichkeit Pg(A). Die obige
Tafel nennt man auch eine Vierfeldertafel.
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Als Beispiel blicken wir auf das statistische Jahrbuch der Bundesrepublik Deutschland aus
dem Jahre 2000, das unter den ungefihr 82,2 Millionen Einwohnern der BRD folgende
Altersstruktur aufzeigt:

mindestens 70 | unter 70 Jahre Summe
Jahre alt alt
Manner 3,19 Mill. 36,90 Mill. 40,09 Mill.
Frauen 6,15 Mill. 35,93 Mill 42,08 Mill.
Summe 9,34 Mill. 72,83 Mill. 82,17 Mill.

Wir schreiben fiir das Merkmal "Mann” kurz M und fiir das Merkmal "mindestens 70
Jahre alt” kurz S. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine beliebig ausgewihlte Person
ein mindestens 70 Jahre alter ménnlicher Einwohner ist, ist

3,19
82,17

P(MNS) = ~ 0,038 .

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein ménnlicher Einwohner mindestens 70 Jahre alt ist,
ist

3,19
Pur(8) = 10709

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein mindestens 70 jahriger Einwohner ein Mann ist,
ist

~ 0,08 .

3,19
9,34

Als Folgerung aus Definition 1.15 erhalten wir

Ps(M)

~ 0,342 .

Bemerkung 1.16 (Multiplikationssatz). (a) Sind A, B € Amit P(A) > 0und P(B) > 0,
so folgt
P(ANB) = Pp(A)- P(B) = Pa(B) - P(A).

Induktiv ergibt sich
(b) Sind Ay, As, ..., A, € Amit n > 2, s0 dass P(A;NAyN---NA,_1)> 0 gilt fiir alle
v=2,...,n. Dann ist

P(Ain---nA,) =P(A) [[PA [ Ain--NA,L).

v=2

Satz 1.17 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit). Es sei Q@ = U By, eine dis-
k=1
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Junkte Zerlequng mit P(By) > 0 fir 1 < k <n. Dann gilt fir beliebiges A € A:

P(A) = P(B) - Ps,(A).

Beweis. Aus
n

A:AQQ:AQ(UBk):O(AOBk)

k=1 k=1

und der paarweisen Disjunktheit von A N By, folgt
P(A)=)_P(ANB) =Y Py(A)- P(By).
k=1 k=1

O

Wir kehren zu unserem Beispiel 1.14 zuriick: Die Gesamtmenge der produzierten Artikel
konnen wir als disjunkte Vereinigung M; U My U M3 auffassen. Dann gilt nach Satz 1.17
fiir die Wahrscheinlichkeit, dass ein beliebig herausgegriffener Artikel unbrauchbar ist:

PU) = P (U)- P(My) + Pr,(U) - P(Mz) + Py (U) - P(Ms)
= 0.02-0.3+0.1-0.5+0.04-0.2 = 0.064.

Es wird also 6,4 % Ausschuss produziert.

Folgerung 1.18. Es sei B € A mit 0 < P(B) < 1, d.h. auch 0 < P(B) < 1. Dann
ist fiir beliebiges A € A:

P(A) = Pg(A) - P(B) + P5(A) - P(B).

Bei der Berechnung bedingter Wahrscheinlichkeiten konnen manchmal erstaunliche Phéa-
nomene auftreten. Wir konstruieren ein Beispiel iiber die Zulassungszahlen in 2 Stu-
diengéngen an einer Universitét:

Frauen Méanner

Bewerbungen  zugelassen | Bewerbungen  zugelassen

Fach 1 | 900 720 (80 %) | 200 180 (90 %)

Fach 2 | 100 20 (20 %) | 800 240 (30 %)

Summe | 1000 740 (74 %) | 1000 420 (42 %)
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Obwohl die Zulassungsquoten der Méanner diejenigen der Frauen in jedem Fach iibertref-
fen, erscheint die Universitdt insgesamt auf den ersten Blick méannerfeindlich. Das liegt
daran, dass die globale Zulassungsquote als gewichtetes Mittel der Zulassungsquoten in
den einzelnen Fachern berechnet wird; es ist

0,74=0,9-0,8+0,1-0,2 und 0,42=0,2-0,94+0,8-0,3

Hieran sieht man, dass durch Verschweigen gewisser Aspekte nicht mehr der Realitét
entsprechende Schlussfolgerungen gezogen werden kénnen.

Der historische Ursprung fiir die Entdeckung des oben geschilderten als Simpson-Para-
doron bekannten Phénomens war wohl eine Statistik aus dem Jahre 1910 {iber Thc-
Todesfélle in New York und Richmond, aufgegliedert fiir Weifle und Farbige. Dabei waren
die Einzeltodesraten fiir Weile und Farbige in New York hoher, die Gesamttodesrate war
aber in Richmond hoher.

Satz 1.19 (Satz von Bayes). Es seiQ = U By, eine disjunkte Zerlegung mit P(By,) >
k=1
0 firl <k<mn. Ist Ae A beliebig mit P(A) > 0, so gilt

Pa(By) = P(ByNA) P(BrNA)

TS ey )

Ist n = 2, so erhalten wir mit By = B und By = B:

Pa(B) = P(ANB)
AT P(B) - Ps(A) + P(B) - Pg(A)

Beispiel 1.20. Wir betrachten einen medizinischen Labortest zur Erkennung von Krank-
heiten. Es kénnen bei einem solchen Test zwei Arten von Fehlern auftreten:

1. Der Patient hat die Krankheit; sie wird aber durch den Test nicht erkannt.

2. Der Patient ist gesund, wird aber aufgrund des Tests als krank diagnostiziert.
Konkret beziehen wir uns auf folgendes Beispiel:

In der BRD waren 1975 etwa 0,5 % der Bevolkerung an Thc erkrankt. Man weif3 auf-
grund langjéhriger Erfahrung, dass durch eine spezielle The-Rontgenuntersuchung
90 % der Kranken und 99 % der Gesunden richtig diagnostiziert werden.

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine als krank diagnostizierte Person wirklich
an Thc erkrankt ist und wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine als gesund diagno-
stizierte Person wirklich gesund ist.

Wir betrachten zur Vereinfachung das Ereignis K: ” Die Person ist krank” und das Ereignis
N: "Der Test fallt negativ aus”, d.h. die Person wird als gesund diagnostiziert.

Dann ergeben die obigen Daten:

P(K) =0.005, Px(N)=0.9, Pg(N)=0.99
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und somit
P(K)=0.995, Pg(N)=0,1, Pg(N)=0.01
Wegen
Po(K) = P(NNK) P(K) - Px(N)
M P(K) - P(N) + P(K) - Pe(N) ~ P(K)- P(N) + P(K) - Pg(N)
und _
P(K) - Px(N) + P(K) - Pg(N)

erhalten wir daraus

Py(K) ~0.3114 sowie Py (K) a 0.9995 .

Definition 1.21. (i) Zwei Ereignisse A und B heiflen (stochastisch) unabhdingig,
wenn gilt
P(ANB)= P(A) - P(B);

andernfalls heiflen sie abhingig. n Ereignisse Ay, ..., A, (mit n > 2) heilen
(stochastisch) unabhingig, falls fiir alle mindestens zweielementigen Teilmengen

T c{1,2,...,n} gilt
JET jeT

(ii) Eine Familie von Ereignissen (A;);c; C A heifit paarweise (stochastisch) un-
abhdngig, falls

P(A;NAj) = P(A) - P(A)), Yi,jel,i#j.

Beispiel 1.22 (Ziegenproblem).
Situation:

e 3 Tiiren, dahinter 1 Auto und 2 Ziegen
e Kandidat wihlt eine Tiir

e Eingriff des Moderators: Dieser 6ffnet eine der nicht-gewéhlten Tiiren, hinter der
kein Auto steht

e Kandidat darf Wahl andern

Frage: Ist die Anderung der Entscheidung sinnvoll?
Konkret: O.b.d.A. wegen Symmetrie wihlt Kandidat Tir 1, Quizmaster 6ffnet Tiir 3.
Soll Kandidat bei Tiir 1 bleiben oder zu 2 wechseln?
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Sei, ohne den Wahrscheinlichkeitsraum zu spezifizieren:

A; = Auto ist hinter Tiir 7
P(4A;) = 3, i€{1,2,3}
K; = Kandidat wahlt Tiir ¢
P(K;) = 3, i€{1,2,3}
A K; stochastisch unabhéingig, 1 <i,57 <3

Qi = Quizmaster 6ffnet Tiir ¢ (nicht unabhéngig von A;, K;)
P(ATN K1 NQ3)

= P(A|K; N Q?}Z =

P(K1NQs)
Bleibestrategie
P(Q3|A; N Ky)
= -P(A; N Ky).
P(K,NQs) (AN K5)
Es ist
P(KiNQs) = PEINQsNA)+ P(KiNQsNAz) + P(K1NQs N Ag)

=0

P(A;1 N K12+ P(Qs ] As N KQ- P(AyN Kll

-

= P(Qs| ANK):

1

1 =1
2

c:slIl»—' <
c:slIl»—' <

1 1
I
9T 6

N | —
O =

Eingesetzt in die Bleibestrategie:

P ANK 19 1
P(A | KiNQ3) = (}?(3[;;@3)1)~P(A1ﬂK1):%.§:§,
6
Analog folgt
P AN K 1 1 2
P(Ay | KiNQs) = (Jgff‘(lriQ3)l>'P(A2HK1):I'§:§’
6

d.h. die Anderung der Entscheidung verdoppelt die Gewinnwahrscheinlichkeit.

Lemma 1.23. 1. Mit A, B sind auch A, B und A, B stochastisch unabhingig.
2. Ist P(B) > 0, so gilt:

A, B stochastisch unabhéngig <= P(A | B) = P(A).

3. Ist A eine sogenannte Nullmenge, d.h. P(A) = 0, so sind A, B stochastisch
unabhéngig fiir alle B € A.
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[ I
Beweis. (Ubung) O

Beispiel 1.24. Werfen von 2 fairen Wiirfeln, d.h. Laplaceverteilung iiber 2 = {(7,5) |

i,j7€{1,...,6}}.
Wir bezeichnen mit

A= Wiirfel 1 zeigt eine gerade Zahl,
A= Wiirfel 2 zeigt eine gerade Zahl,
As= die Augensumme ist gerade.

Es gilt

P(AlmAg) :P(A1>P(A2) = i?

d.h. A; und A, sind stochastisch unabhéngig. Weiterhin gilt
1

P(Ay | Ay) = P(As) — %und P(4y] A2) = P(A) = 3.

Nach dem in Lemma 1.23 bewiesenen Kriterium sind also auch A, und As stochastisch
unabhingig; A; und As sind ebenfalls stochastisch unabhéingig. Also wissen wir, dass
{A;, Ay, A3} paarweise stochastisch unabhéngig sind.

Nun gilt

1 1
P(AlﬂAgﬂAg):P(AlﬂAg):Zund P(Al)P(Ag)P(Ag):g,

und damit
P(AiN AN A;) # P(Ay) - P(As) - P(A3),
d.h. Ay, Ay, A3 sind NICHT stochastisch unabhéngig.

Beispiel 1.25 (Sortieren (Rencontre-Problem)). Betrachte Felder der Lénge n von ver-
gleichbaren, verschiedenen Elementen. Alle Anordnungen seien gleichwahrscheinlich. Mo-
delliere die Situation wie folgt:

) = {Permutationen von {1,...,n}}
A =P(Q)
P{w}) = % Vi € Q.

Teil a: Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein Element an der richtigen
Stelle ist (vorsortiert). Definiere dazu Ereignismengen A;, welche jeweils alle Ergebnisse
beinhalten, bei denen Element j an der j-ten Stelle ist, wie folgt:

Aj:{w:(wl,...,wn)EQ\wj :j}

Gesucht ist dann P(4; U ... U A,) = P( Uj_; 4; |. Da die A; sicher nicht paarweise

disjunkt sind, erfolgt die Berechnung mit Hilfe der Siebformel:
Seil < <...<4 <nund! <n.Dann ist

l
ﬂAij:{WEQ|wij:ij,jzl,...,l}

i=1
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die Menge aller Permutationen, bei denen die Elemente i1,...,%; sich an der richtigen
Stelle befinden. Die Machtigkeit dieser Menge ist

l

ﬂ Ai

j=1

=(n—1),

weil man die gegebenen [ Elemente auf die richtigen Positionen verteilen muss, dann aber
die verbliebenen (n — [) Elemente beliebig auf die restlichen (n — [) Positionen verteilen
darf. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich die [ Elemente i4,...,7; auf den richtigen
Positionen befinden, ist deshalb

!
(n—=10)! 1
p( Aij): .
Q n! (z)l!

AuBlerdem ist die Méachtigkeit der Menge aller [-elementigen Teilmengen von n, also die
Menge aller Méglichkeiten, zunédchst [ Elemente aus den vorhandenen n auszuwéhlen

| {(ir,....0) | 1<i <...<iy<n}|= <§‘)

Insgesamt ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein Element sich an der
richtigen Position befindet

P(U;?:1 Aj) Siebiprmel é P(A;) =Y P(ANA) + -+ (—1)"+1P< éAJ)

i<j
n n 1 n 1
— Z_ 4o (=)t
- C)gEr e (e
1 1 (_1)n+1
- 1—5+§—~-~+ =
B . . 1 1 1 (—1)"
- U TnTa T T
TR 1—e & 0,6321.

Erstaunlicherweise konvergiert die Wahrscheinlichkeit gegen einen festen Wert. Das be-
deutet, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, ob mindestens ein Element in einem Feld der
Lénge n an der richtigen Position ist, fiir grofle n fast unabhéngig von n ist.
Teil b: Eine Abschiatzung dafiir, dass mindestens k Elemente vorsortiert sind

Satz 1.7

k
P(UlSi1<...<ik§n ﬁfll Aiz) < Z P(ﬂAiz)
I=1

1<i1<...<ip<n

1 1

- OmrtE

Teil c: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass genau k Elemente vorsortiert sind.
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Nach Teil a betragt die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass in einem Feld der Lénge n — k kein
Element vorsortiert ist

o1 (=1)m*
I
TS TR ey Y

Daher ist die Anzahl der Anordnungen, bei denen kein Element vorsortiert ist,

1 1 —1)nk

Nun gibt es noch (Z) Moglichkeiten, ein Feld der Lénge n in eines der Lange k£ und eines
der Lange n — k aufzuteilen. Somit ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit, dass k Elemente

vorsortiert sind
1 n _1\n—k
ﬁ(kz) (= &) (1_%+%_‘“+ =y )

= 1(1—%+%—+E;1_)n];;)

Wie werden Wahrscheinlichkeiten bestimmt, wenn schon bekannt ist, dass das Ergebnis
in einer bestimmten Teilmenge liegt?

Sei beispielsweise () eine Menge von Chips, die von zwei verschiedenen Firmen stammen
und |©2] = 5000. Von Firma A stammen |A| = 1000 Chips und von Firma B |B| = 4000
Chips. Unter den 5000 Chips sind insgesamt |D| = 300 defekt, von denen |A N D| = 100
von Firma A und |B N D| = 200 von Firma B stammen. Von Firma A sind also 10%
aller Chips defekt und von Firma B 5%. Es werde nun zuféllig ein Chip gezogen (Laplace
Modell). Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Chip defekt ist, falls er von Firma A

stammt ist
|DNA|

p(p| Ay = PNA_ Tor _ PONA) o L
] AT TR m g

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Chip von Firma A stammt, falls er defekt ist, ist

AnD
|[AN D| Is] 1
P(A| D) = D] o 3

)
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Kapitel 2

Diskrete Zufallsvariable. Wichtige
diskrete
Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Héufig ist es so, dass den Ausgingen eines Zufallexperiments, d.h. den Elementen der
Ereignisalgebra, eine Zahl zugeordnet wird. Das wollen wir etwas mathematischer fassen.

2.1 Diskrete Zufallsvariable

Definition 2.1. Sei (£2,.4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Funktion
X: Q=R
mit endlichem oder abzéhlbarem Wertebereich
X(Q) ={x1,22,...}
heiflt diskrete Zufallsvariable auf €.

Beispiel 2.2. Wir betrachten einen Laplace-Wiirfel; wir werfen ihn dreimal. X ordne
jedem (dreimaligen) Wurf die Augensumme zu; dann ist X (Q2) = {3,4,...,18}. Wir
berechnen z. B.

_1({4}) = {(17 L, 2)7 (17 2, 1)7 (27 L, 1)}

X71([25,48) = X({3})u ‘({4})
= {(LLDIUXT'({4}).

Betrachten wir dann die Wahrscheinlichkeit P(X~'({4})) , so erhalten wir

POXH{4)) = g = oo

oder

1
Man schreibt auch P(X = 4) = " Damit haben wir Teilmengen von R iiber den

Wahrscheinlichkeitsraum eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet.

33
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Wir bezeichnen mit

(X=2)={weQ|X(w)=12} bazw. (X <z):={we Q| X(w) <z}

Definition 2.3. (a) Die Funktion

V=Vx: X(Q) — [0,1]
5 —

heilt Verteilung der Zufallsvariablen X.
(b) Die Funktion F' = Fx : R — [0, 1] mit

heifit Verteilungsfunktion von X.

Beispiel 2.4. Ein Laplace-Wiirfel wird dreimal geworfen. Die Zufallsvariable X bezeichne
die Anzahl der ungeraden Zahlen, die dabei geworfen wird. Es ist X (Q2) = {0,1, 2, 3}.
Bezeichnet GG das Ergebnis, dass eine gerade Augenzahl gewiirfelt wird und U das Ereignis,
dass sich eine ungerade Augenzahl ergibt, so erhalten wir (wegen der Unabhéngigkeit der

Ereignisse)

P(X=0) = P(GGG) = (%)3 — 0.125,

P(X =1) = P(UGG)+ P(GUG) + P(GGU)
= 3. (%)3 = 0.375,

P(X =2) = P(UUG)+ P(UGU) + P(GUU)

NS o
_ 3-(§> — 0.375,

und
P(X =3)=P(UUU) = (%)3 =0.125.

Die Verteilungsfunktion F' = Fx von X ist dann eine Treppenfunktion mit

(0 fir x <0
0125 firo<z<1
Fx(x)=4 05 firl<z<2
0875 fir2<z<3
L 1 fir 3 < z.

Satz 2.5. Ist X eine diskrete Zufallsvariable mit Wertemenge X(Q) = {x; | i €
N} C R, so gilt fiir die zugehorige Verteilungsfunktion F':

(a) FirxeRist F(z) =P(X <z)=>__ P(X=u).

x; <x
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(b) Ist x <y, so gilt F(x) < F(y). (Monotonie)
(c) xEIElooF(x) =0, xh_)IIC}OF(J}) = 1.

Bemerkung 2.6. In Teil (a) von Satz 2.5 benutzen wir die Diskretheit der Zufallsva-
riablen, und zwar um die Summe auf der rechten Seite bilden zu kénnen. Warum diese
unendliche Summe im mathematischen Sinne existiert wird in der Vorlesung “Mathematik
1”7 begriindet. Ebenfalls in der Vorlesung “Mathematik 17 wird das Symbol lim und der

T—00
Begriff des (uneigentlichen) Grenzwerts von Funktionen erklart. (Siehe auch das Kapitel

“Grundlegendes aus der Analysis” in diesem Skript).

Satz 2.7. Ist F die Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsvariablen X, so gilt
fiir alle reellen Zahlen a < b:

(a) Pla <X <b)=F()— Fla).
(b) P(X >a)=1- F(a).

Teil (a) des Satzes 2.7 besagt: Fiir a < b gibt

F(b) — F(a) = Z P(X = ;) — Z P(X =x;) = Z P(X = x;)

z;<b zj<a a<z;<b

die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass die Zufallsvariable X einen Wert im Intervall |a, b]
annimmt.

Definition 2.8. Zwei diskrete Zufallsvariable X und Y auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum €) heilen unabhdingig, wenn die Ereignisse X = x und Y = y fiir jedes
beliebige Tupel (z,y) mit z € X () und y € Y () unabhéngig sind, d.h. wenn gilt:

Anderenfalls heilen X und Y abhdingig.

2.2 Erwartungswert und Varianz diskreter Zufallsva-
riablen

Welche Augenzahl erwarten wir im Mittel beim Werfen eines Wiirfels; ein Mafl wére die
Summe aller Moglichkeiten dividiert durch die Mindestanzahl, mit der man dies erreichen
kann:

1
g(1+2...+06)=35

Diese Zahl ergibt sich bei keinem Wurf als Ergebnis, ist also mehr eine ”theoretische”
Zahl.
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Definition 2.9. Sei X eine diskrete Zufallsvariable. Falls die Reihe Z | X (w)|P(w)

we

E(X)=> X(w)P(w) (2.1)

we

konvergiert, so heifit

Erwartungswert von X. Der Erwartungswert wird oft mit E(X) = p bezeichnet.

Bemerkung 2.10. Eine dquivalente Formel fiir den Erwartungswert ist:
E(X)= > a;-P(X =)
z,€X ()

Beispiel 2.11. Wir betrachten das wiederholte Wiirfeln mit einem fairen Wiirfel. Wie
lange muss man im Mittel auf die erste Sechs warten. Wir haben es hier mit einem Ex-
periment mit zwei moglichen Ergebnissen zu tun, ndmlich mit Erfolg (eine Sechs) oder
Misserfolg (keine Sechs). Bei einem fairen Wiirfel tritt der Erfolg mit der Wahrscheinlich-

1
keit p = 6 und der Misserfolg mit der Wahrscheinlichkeit ¢ =1 —p = % ein. Gibt die
Zufallsvariable X die Anzahl der Versuche bis zum 1. Auftreten des Erfolgs an, so ist

pe=P(X =k)=¢""p.
Dann gilt (geometrische Reihe!):

S PX=k=p Tt =p> =L =1
k=1 k=0 1 q

k=1

Fiir den Erwartungswert erhalten wir

E(X)=> kpd" " =p> k¢"".
k=1 k=1

o0

Um den Reihenwert zu bestimmen, betrachten wir die Potenzreihe Z 2% | die fiir |2] < 1

k=0
konvergiert; wir diirfen geméfl Kapitel 1 aus Math. fiir Inf. 2 die Potenzreihe differenzieren,
indem wir gliedweise differenzieren; wir erhalten so

gmk_l - dd_x <ixk> :d% (1:@) - (1—155)2'

In unserem Beispiel ergibt sich daher

1
Der Erwartungswert beim Wiirfeln mit p = = ist damit E(X) = 6, d.h. dass man im

Durchschnitt 6 Wiirfe benétigt, um eine Sechs zu wiirfeln.
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Satz 2.12. Sind X,Y zwei diskrete Zufallsvariablen mit existierenden Erwartungs-
werten, so gelten folgende Aussagen:

(i) Linearitit des Erwartungswerts: Fir belicbige Konstante a,b € R gilt:
E(aX +b) =aE(X)+0. (2.2)

Zudem gilt:
E(X+Y)=EX)+ E(Y). (2.3)

(11) Fiir unabhingige Zufallsvariable X und Y gilt:

E(X-Y)= E(X)-E(Y).

(11i) Monotonie des Erwartungswerts: Gilt X <Y, d.h. X(w) < Y(w) fir alle
w € €, so folgt

E(X) < E(Y).

Beweis. Wir beweisen hier nur Teil (i). Zu (2.2): Wir halten etwas allgemeiner fest: Ist
X eine diskrete Zufallsvariable mit X (Q) = {z1,22,...} und g : R — R eine bijektive
Funktion, so ist auch g o X eine diskrete Zufallsvariable, und es gilt

E(go X) = Zg:rz (9o X = g(x:) Zg:rz = 1;),

falls die Reihe Z lg(x;)|P(X = z;) konvergiert. Speziell fiir g(z) = ax + b mit zwei
Konstanten a, b GZ R erhalten wir
E(aX +b) =aE(X)+0.

(Fiir a = 0 folgt E(b) = b sofort aus der Definition 2.9.)
Wir beweisen nun (2.3). Es gilt

E(X+Y)=) (X+Y)w)P({w}) =) (X(w)+Y(w)P{w})

=Y X(@P{w}) + ) YW)P({w}) = BX) + E(Y).

Im letzten Schritt haben wir die Grenzwertsétze fiir konvergente Reihen aus Mathe 1
benutzt. O

Wihrend der Erwartungswert eine Maflzahl fiir den ”Schwerpunkt” einer Verteilung ist,
ist die Varianz eine Mafizahl fiir die ”Streuung” um diesen Schwerpunkt.

Definition 2.13. (a) Ist X eine diskrete Zufallsvariable und existiert E(X?), so
heifit
Var(X) = B(X - E(X))*) = ) _(a: — B(X))’p;

i
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die Varianz von X.

(b)
0:=o0x =/ Var(X)

heifit Standardabweichung von X.

(c) Ist Y eine weitere Zufallsvariable, fiir die E(Y?) existiert, so heifit
Cov(X,Y) = E(X-Y) — E(X) - E(Y)

die Covarianz von X und Y und

der Korrelationskoeffizient von X und Y. X und Y heiflen unkorreliert, wenn
die Covarianz Cov(X,Y’) = 0 ist.

Beispiel 2.14. Die Zufallsvariable gebe die hochste Augenzahl beim zweimaligen Wiirfeln
an. Ist Q := {(i,7) | 1 <i,j <6}, so ist X(w) := max(s, j) fiir w = (¢, ). Definieren wir

fiir ein Elementarereignis P(w) = 35 50 erhalten wir:

1 3 )
PIX=1)=—, P X=2)=—, PX=3)=—
(X=1)=g, P(X=2)=o P(X=3)=,
P(X=4) =~ P(X=5)= 2 wd P(X=6)——
AT — T3 BT
Fiir den Erwartungswert ergibt sich somit
1 3 ) 7 9 11 161 17
B(X)=1 - +2 — 43 cotd 45 46- o=~ =4

36 36 36 36 36 36 36 36

Nun berechnen wir die Varianz

6 2 .
161 21—1 2
Var(X) = E (z - i) i _ 2959 ~ 1.97.

36 36 1296

i=1

Unmittelbar aus der Definition der Kovarianz und aus Satz 2.12 (ii) folgt

Satz 2.15. Sind zwei diskrete Zufallsvariable X und Y unabhdngig, so sind sie auch
unkorreliert.

Satz 2.16 (Rechenregeln fiir die Varianz). Sind X, X;, i = 1,...,n Zufallsvariable,
fiir die E(X?) und E(X?) existieren, so gilt:

(1) Var(X) = E(X?) — E(X)?. (Verschiebungssatz)
(ii) Var(aX +b) = a*Var(X).
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(111) Sind X, ..., X, paarweise unabhingig, so gilt

n

Var(X1 +...+ X,) = Z Var(Xy).
k=1

2.3 Wichtige diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen

Wir betrachten zunéchst einige Verteilungsfunktionen fiir Produktexperimente.

2.3.1 Die Binomialverteilung

Wir betrachten ein Zufallsexperiment (zum Beispiel das Werfen einer Miinze), bei dem
nur zwei Ereignisse eintreten kénnen, ndmlich das Ereignis A mit der Wahrscheinlichkeit
p:=P(A) >0

und das Ereignis A mit der Wahrscheinlichkeit

P(A)=1-p>0.

Ein Experiment dieser Form nennt man ein Bernoulli-Experiment und p heifit Ber-
noulli-Verteilung .

Wir fithren das Experiment n-mal (unter gleichen Bedingungen) hintereinander durch
und fragen, wie grof3 die Wahrscheinlichkeit ist, dass dabei k-mal das Ereignis A eintritt.
Eine von insgesamt (Z) Moglichkeiten (vgl. Abschnitt 1.2) fiir das k-malige Auftreten des
Ereignisses A wére z.B. die Reihenfolge

AA...A A.. A .
—_— =
k-mal (n—k)-mal

Bezeichnen wir das Ereignis A mit 1 und das Ereignis A mit 0, so ist der Grundraum fiir
das n-stufige Zufallsexperiment die Menge

Q={0,1}"={(w1,...,wpn) |w; €{0,1},1 <i < n}
mit
P(w)=p"(1 —p)" ", wenn k die Anzahl der Einsen in w ist .

Das Ereignis, dass insgesamt k-mal das Ereignis A eintritt, ldsst sich in der Form
Er={we Q| iwi:k}
i=1
beschreiben. Dann gilt also:
P(Ey) = <Z> PP —p) .

Erkldren wir 5, als die Zufallsvariable, die zahlt, wie oft das Ereignis A eintritt, so erhalten
wir

Pl =) = P(E) = () (1= o
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Definition 2.17. Eine diskrete Zufallsvariable X heif3t binomial-verteilt mit den
Parametern n und p, wenn fiir 0 < k < n gilt

n

P(X=k)= (k) pP(1—p)"F = B, (k).
Wir sagen kurz: X ist B(n,p)—verteilt.

Die so definierte Binomialverteilung erfiillt die Kriterien einer diskreten Wahrscheinlich-
keitsverteilung, insbesondere gilt:

zn: P(X =k) = zn: By, (k) = 1. (2.4)

Die Identitdt (2.4) folgt mithilfe der Binomischen Formel:

l=p+1-p)"= i (Z) P —p) .

k=0

Satz 2.18. (a) Es gilt fir0 <k <n

Bn,p(k) = Bnyl_p(n — k‘)

(b) Sei X die Zufallsvariable, die in einem n-stufigen Bernoulli-Experiment mit
Wahrscheinlichkeitsparameter p die Anzahl der Erfolge misst. Sei X die Zu-
fallsvariable, die die Anzahl der Misserfolge misst. Dann gilt fir 0 < m < n:

P(X <m)=1-P( n—m-—1).

<
Beweis. Die Behauptung in (a) folgt aus (Z) = (n i k) . Die Behauptung in (b)
ergibt sich dann wie folgt:

P(X<m) = ) Bupk) = Y Buipln—k) = ) Baiy(l)

Beispiel 2.19. Aus einer Urne mit genau 30 Kugeln, namlich 12 weiflen und 18 roten
werden (blind) nacheinander und mit Zuriicklegen genau 50 Kugeln entnommen. Wir
berechnen die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass von den entnommenen Kugeln hochstens
die Halfte rot ist.
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Mit X bezeichnen wir die Zufallsvariable, die die Anzahl der roten unter den entnommenen
Kugeln angibt. Dann ist X binomial-verteilt mit n = 50 und p = % = 0.6. Wir miissen
P(X < 25) berechnen, d.h.

P(X <25) = i P(X =k)= i (5]{?) 0.6 0.4%07F

k=0 k=0

Diesen Wert kénnen wir z.B. mit dem Taschenrechner berechnen. Es gibt jedoch fiir
die Binomial-Verteilung auch Tabellen, aus denen man die Werte fiir die sogenannten
kumulativen Wahrscheinlichkeiten

m

P(X <m)=)Y B,,k), 0<m<n,

k=0

in Abhéngigkeit von p und n ablesen kann. Diese Binomial-Tabellen beinhalten aber nur
Werte fiir 0 < p < 0.5 und in der Regel n = 10,20, 50,100. Wir erhalten in unserem
Beispiel nach Satz 2.18 wegen 1 —p =04 und n —m — 1 = 24:

P(X<25)=1—P(X <24) ~1—0.902 = 0.098 .

Um die Binomial-Tabellen zu erstellen, verwendet man eine Rekursionsformel. Es gilt fiir
O<p<lund1<Ek<n:

B p(k) = (Z)pk(l —p)F = (n—k+1p (k: n )pk_l(l _ )k

k(1 —p) -1
 (n—k+1)p B
= TR B, ,(k—1).

Satz 2.20. Ist X B(n,p)—wverteilt, so gilt fir den Erwartungswert E(X) = np und
fir die Varianz Var(X) = np(1 — p).

Bewetis. Nach Definition des Erwartungswerts

A6 = Sk (§) -
= ni% (Z) P —p)*

n—1 _ 1) (k—
= w3 (2o
k
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Nach Definition der Varianz und Wegen k? = k(k — 1) + k gilt:

Var(X) = i(’f —np)’ <Z)p’“(1 —p)""

k=0

=n(n—1) g % (Z)pk(l —p)" T+ ngi: % (Z)pk(l —p)" "

n

i h (Z)pm £ 4 n2p Z ( ) Py

=n(n — 1)p* +np — 2n%*p* + n?p? = np(1 —p).

2.3.2 Die geometrische Verteilung

Definition 2.21. Die diskrete Zufallsvariable X heifit geometrisch-verteilt mit dem
Parameter 0 < p < 1, wenn fiir k£ € Ny gilt

P(X = k) = (1-p)'p.

Wir sagen kurz: X ist G(p)—verteilt.

Beachte, dass die geometrische Verteilung die Kriterien einer diskreten Wahrscheinlich-
keitsverteilung erfiillt, denn mithilfe der geometrischen Reihe berechnen wir

;P(X =k)= ;(1 —p)p= PTTA (1 i 1. (2.5)

Als Modellbeispiel dient auch hier ein Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit
P(A), welches wiederholt und bei gleichen Bedingungen durchgefiihrt wird. Die Zufalls-
variable X, die die Anzahl der Misserfolge A vor dem ersten Erfolg A zihlt, ist dann
G(p)—verteilt (vgl. auch Beispiel 2.11; die dortige Zufallsvariable zéhlte aber, wann der
Erfolg das erste Mal eintrat).

Satz 2.22. Ist X G(p)—wverteilt, so gilt fir den Erwartungswert E(X) = —— =

1 1 —
P 1 und fir die Varianz Var(X) = p2p.

Bewezis. Der oben erwidhnte Vergleich mit Beispiel 2.11 erklért, weshalb der Erwartungs-
wert hier um 1 kleiner als in Beispiel 2.11 ist; dies ldsst sich natiirlich auch analog der
dortigen Rechnung nachrechnen.

Fiir die Varianz ergibt sich wegen

Var(X) = BE(X(X - 1))+ E(X) — E(X)?
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durch zweimalige Differentiation der geometrischen Reihe

BX(X 1) = S k-1 - p)'p

k=0
= p(1=p)?*Y k(k—1)(1 —p)*?
_ 2 2 2(1—p)°
= p(l1—p) (1—(1—p)? P2

und damit

2.3.3 Die negative Binomial-Verteilung

Beispiel 2.23. Wir betrachten n Bernoulli-Experimente mit Erfolgswahrscheinlichkeit p
und stellen die Frage nach der Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das n-te Experiment das r-te
erfolgreiche Experiment ist und dass genau k Misserfolge dem r-ten Erfolg vorangegangen
sind. Es ist also n = r+ k. Ein solches Ereignis kénnen wir durch ein n-Tupel (w1, ..., w,)
aus k Nullen und r Einsen beschreiben, wobei die letzte Komponente eine 1 ist. Es gibt
insgesamt (";1) = (H;_l) Moglichkeiten k& Nullen auf die ersten n — 1 Komponenten
zu verteilen. Jedes solche n-Tupel hat die Wahrscheinlichkeit p" - (1 — p)*. Die gesuchte
Wahrscheinlichkeit ist damit

<k +]: l)pr(l —p)*.

Definition 2.24. Die diskrete Zufallsvariable X besitzt eine negative Binomialver-
teilung mit den Parametern » € N und 0 < p < 1, wenn fiir & € Ny gilt

N R L

Wir sagen kurz: X ist Nb(r, p)—verteilt.

Bemerkungen 2.25. Definiert man fiir negative ganze Zahlen m und k € Ny den Bino-
mialkoeffizienten durch

(2@) ::m-(m—l)-.é!.-(m—k—l—l)’

so gilt fiir den Binomialkoeffizienten aus Definition 2.24:

(k—i-r—l) (k+r=1)-...(k+r—=1-k+1) (k+r—1)-...-7r
L - -

k! k!
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_ (_1)k(—r) (=r—1) k' c(=r—k+1) _(—1) (—kr)

Dies erklédrt die Namensgebung fiir die Negative Binomial-Verteilung. Wir priifen wieder,
dass die Kriterien einer diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung erfiillt sind:

i (k +; - 1)p’"(l -p)t =7 f:(—l)k<_kr) (1-p)

k=0

Die zuletzt angegebene unendliche Reihe stellt ndmlich die Binomialreihe mit Exponent
—r dar; daher gilt

> (F)ea-mr=a-a-m= ==

k=0

Satz 2.26. Ist die Zufallsvariable X Nb(r, p)—verteilt, so gilt

Il = Il —
P und Var(X) =r L

EX)=r
(X) ; p

Beweis. Nach Definition gilt (verwende hier Bemerkung 2.25):

E(X) = p’“(l—p)'r’gé(kﬂ:_1)(1—1))]“‘1
= pT(l—p)Tg (k_;:izl)(l—p)k_l

und entsprechend

woraus wegen

folgt
Var(X) = + =
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Beispiel 2.27. Als Variante von Beispiel 2.23 fragen wir nach der Wahrscheinlichkeit,
dass das r-te erfolgreiche Experiment im j-ten Versuch (mit j > r) auftritt. Also miissen
unter den ersten j — 1 Experimenten r — 1 Erfolge und j — r Misserfolge aufgetreten sein.
Das j-te Experiment muss wieder erfolgreich sein. Wir identifizieren den Erfolg wieder
mit der Zahl 1 und den Misserfolg mit der 0. Da jedes j-Tupel aus j — r Nullen und r
Einsen mit der Wahrscheinlichkeit

(1—py "
auftritt und da es (ﬁ, j) Mboglichkeiten gibt, ein (j — 1)-Tupel mit  — 1 Einsen (und (5 —r)

Nullen) zu bilden, erhalten wir als Wahrscheinlichkeit p, ; fiir den r-ten Erfolg im j-ten
Experiment

J—1 e
pr,j:<r_1)(1—p)J p" fir j=rr+1,...

Mit der Substitution k = j — r erhalten wir
k:—l—r—l ir k+T—1 T
pm“-i-k:( .1 )(1—19)3 p =< k )(l—p)’“p

fir k =0,1,2,... Dies ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass im (r + k)-ten Experiment
der r-te Erfolg eintritt.

2.3.4 Die hypergeometrische Verteilung

Beispiel 2.28. Gegeben sind N verschiedene Objekte, darunter S mit der Eigenschaft A;
es wird eine Stichprobe vom Umfang n (ohne Zuriicklegen) gezogen. Mit welcher Wahr-
scheinlichkeit sind darunter genau k Stiick mit der Eigenschaft A? Nach Abschnitt 1.2 gibt
es (]X ) Stichproben vom Umfang n; dann miissen k Elemente der Stichprobe die Eigen-
schaft A besitzen und n—k die Eigenschaft A; dafiir gibt es (;j) bzw. (]Z :;j ) Moéglichkeiten.
Also ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass in der Stichprobe genau k& Objekte die Eigen-
schaft A besitzen

S\ (N-S

() i)

()

wobei X die Anzahl der gezogenen Objekte mit der Eigenschaft A zéhle.

P(X =k) =

Definition 2.29. Eine diskrete Zufallsvariable X heifit hypergeometrisch-verteilt mit
den Parametern N, S und n, wenn fiir 0 < k < n gilt

B0
)

P(X=k)=

Wir schreiben kurz: X ist H(N, S, n)—verteilt.

Bemerkungen 2.30. a) Dass die Summe der Wahrscheinlichkeiten gleich 1 ist, ergibt
sich aus der sog. Vandermondeschen Faltungsformel

> -()

m=0
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b) Verwenden wir die Schreibweise aus Abschnitt 1.2, so ldsst sich die Wahrscheinlich-
keit aus Definition 2.29 auch folgendermafien darstellen:

PX =k) = (n) N =Sk (g, (S) oo

k (N), k (S —k)!
Satz 2.31. Ist X H(N,S,n)—wverteilt, so gilt fir den Erwartungswert
S
E(X)=n—
(X)=n"
und fiir die Varianz
S S\ N-—n
Var(X)—nN <1_N) N1

Bewets. Es ist

B(X) = Y k:(k

_ n% Z— Ell) (S = Dpa(N=1=(S = 1))n1-(61)
1 \V T (N =1)p
_ n% (n;l) (S—Du(N =1 (S=D)urs _ S
prd (N =1)n
Wegen Var(X) = E(X(X — 1)) + E(X) — E(X)? folgt fiir die Varianz
Var(X) = n(n — 1)%%% —nZi;—z 0 % (1 _ %) ]Xr:? |

O

Bemerkungen 2.32. Die Formel fiir die Varianz sieht {ibersichtlicher aus, wenn man
die Wahrscheinlichkeit, im ersten Zug ein Element mit der Eigenschaft A zu ziehen, mit

Pi= bezeichnet; dann erhalten wir

N —n

N-1"

Man kann sich iibrigens iiberlegen, dass die Wahrscheinlichkeit, im k-ten Zug ein Element

Var(X) =np(1—p)

S
mit der Eigenschaft A zu ziehen, ebenfalls p = — ist.

Wenn wir fiir die Binomialverteilung als Modell das Ziehen von Kugeln aus einer Urne
mit Zuriicklegen wéhlen und als Modell fiir die hypergeometrische Verteilung das Ziehen
von Kugeln aus einer Urne ohne Zuriicklegen, so liefert der Vergleich der Varianzen

Var(X;) =np(1—p) und Var(Xsy) =np(l —p) (1 - ]73[__11) ’

also beim zweiten Modell eine kleinere Varianz als beim ersten Modell. Der Grund hierfiir
ist der Informationsgewinn beim Ziehen ohne Zuriicklegen.
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2.3.5 Die Poisson-Verteilung
Definition 2.33. Eine diskrete Zufallsvariable X heifit Poisson-verteilt mit dem
Parameter A > 0, wenn fiir £ € Ny gilt:

)\k _)\'

P(X =k) = Tre

Wir sagen kurz: X ist P(\)—verteilt.

Satz 2.34. Ist X P()\)-verteilt, so gilt fir den Erwartungswert bzw. die Varianz

o

) L N
E(X):Zkrﬁe =e Z(k‘—l)!
k=0 k=1

c9 )\k—l

= _
— Akz:;(k:—l)! &

© k
wobei wir e = Z %, r € R, verwendet haben. Wegen k* = k(k — 1) + k gilt weiter
k=0

_ a2
Var(X) = ,;zo(k A) 7€
=e_)‘<§ +) —21) + X —)
(k=2 = (k-1) —~ (k—1)! k!

= ()\26’\ + et — 222 + )\26’\) =\

Bemerkungen 2.35. Fiir grofie n und kleine p gibt es eine Méglichkeit, die B,, ,—Verteilung
durch die Poisson-Verteilung zu ersetzen. Dazu betrachten wir mit p = np, d.h. p = H,
n

folgende Beziehung:

By (k) = (Z) pH(L—p) "

_onn=1)(n-2)-...-(n—k+1) ,u_k 1—2)"
B k! nk (1_g)’f
_ 1'(1_%)(1_%)"”'(1_%)~“—k-(1—ﬁ)n
(1— L)k k! n

_ 1 1-5 =% 1—%#_’“.(1_&)"
[ 1— £kl n

Fiir n — oo konvergieren die ersten k Faktoren gegen 1, wenn wir p als fest auffassen.
T n

Wegen e* = lim (1 + —) , x € R, konvergiert der letzte Faktor gegen e #. Daraus ergibt
n

n—oo
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sich die Poisson-Ndherung

k
b
Bn,p(l{}) ~ e uﬁ .

Faustregel: Im Allgemeinen kann man die Poisson-Néherung fiir p < 0.1 und n > 100
gebrauchen.

Beispiel 2.36. In einen Teig werden 250 Rosinen geknetet und dann daraus 200 Hérnchen
gebacken. Wir wihlen ein Hérnchen beliebig aus. Mit welcher Wahrscheinlichkeit enthélt
es genau 2 Rosinen?

1
Wir gehen davon aus, dass fiir jede der 250 Rosinen die gleiche Wahrscheinlichkeit 200
besteht, in das ausgewéhlte Hornchen zu gelangen. Das Ereignis A tritt ein, wenn sich

die "Rosine Nr. i” im ausgewéhlten Hornchen befindet. Dann ldsst sich das Geschehen

durch eine Binomial-Verteilung mit n = 250 und p = 200 beschreiben. Die gesuchte
Wahrscheinlichkeit ist

250\ / 1 \* [199\**

verwenden wir die Poisson-Ndherung, so ergibt sich

1.252
B250,L(2) ~ 6_1'257 ~ (0.22383 .

200

2.4 Schwaches Gesetz grofier Zahlen

Als Vorbereitung zum schwachen Gesetz fiir grole Zahlen zeigen wir

Satz 2.37 (Tschebyscheffsche Ungleichung). Es seien (2,B(Q2), P) ein Wahrschein-
lichkeitsraum und X eine Zufallsvariable mit endlicher Varianz. Dann gilt fiir jedes

e>0:
- Var(X) ‘

P(X - B(X)| 2 2) < =,

Beweis. Sei Z = X — E(X). Wir definieren eine neue Zufallsvariable Y : Q@ — R durch

V) :{ 0 fiir w mit |Z(w)|<e

2 fir w mit [Z(w)|>¢e
Dann ist Y < Z2, also

Var(X)=E(Z*) > E(Y) =*P(Y =) =*P(|X — BE(X)| > ¢) .

Hieraus folgern wir
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Satz 2.38 (Schwaches Gesetz der groflen Zahlen fiir unabhéngige Zufallsvariable mit
beschrankter Varianz). Seien X1, ..., X,, paarweise unabhdingige Zufallsvariable mit
gleichem Erwartungswert und endlicher Varianz Var(Xy) < M fir 1 < k <mn. Dann
qilt fir alle e > 0:

M
>e| £ —.
ne2

" (’%UQ o+ X)) - B(X))

1

Beweis. Essei X := —(X;+...+X,). Dann ist £(X) = E(X;) und nach Satz 2.16 (ii)
n

und (v) folgt:

==

1 1 O
Var(X) = ﬁVar(Xl +...+X,) = = Z Var(Xy) <
k=1

Die direkte Anwendung der Tschebyscheffschen Ungleichung liefert die Behauptung. [

Bemerkung 2.39. a) Sind Y3,Y5, ... Zufallsvariable, die auf einem gemeinsamen Wahr-
scheinlichkeitsraum definiert sind, und ist a eine reelle Zahl mit der Eigenschaft

lim P(|Y, —a|l >¢)=0 fiir jedes € >0,

n—oo
so sagt man, dass die Folge (Y,,) stochastisch gegen a konvergiert.

b) Das schwache Gesetz der groflen Zahlen besagt, dass die Folge der arithmetischen
Mittel von unabhéngigen Zufallsvariablen mit gleichem Erwartungswert p und be-
schrankter Varianz stochastisch gegen p konvergiert. In diesem Sinne wird die in-
tuitive Vorstellung des Erwartungswertes als ein bei haufiger Durchfithrung des Ex-
perimentes erhaltener durchschnittlicher Wert prézisiert.
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Kapitel 3

Stetige Zufallsvariable

3.1 Dichte und Verteilungsfunktion

Manchmal ist es hilfreich haufig auftretende Verteilungen durch stetige Verteilungen an-
zunahern. Daher wollen wir uns in diesem Kapitel auch mit stetigen Zufallsvariablen
beschéftigen.

Definition 3.1. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Funktion X : ) —
R heifit stetige Zufallsvariable, falls es eine integrierbare, nicht negative reelle Funk-
tion

f:R—=R

gibt mit der Eigenschaft
P(X <) = / ()t

Die Funktion
F: R — [0,1]
r — PX<z) = ffoo f(t)dt

heilt Verteilungsfunktion von X, die Funktion f heifit Dichte der Zufallsvariablen X .

Anbei ein Beispiel:

f() F(x)
o | LT
0 1 1 - 0 ‘ 1 -
a b a b

Ohne Beweis geben wir die folgenden beiden Sétze an, die den Sétzen 2.5 bzw. 2.7 fiir
diskrete Zufallsvariable entsprechen:

51
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Satz 3.2. Ist X eine stetige Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F' und Dichte f,
so gilt:

(a) Ist x <y, so gilt F(z) < F(y).
(b) zll)l}looF(.T) =0, mlggo F(z) =1.

Satz 3.3. Ist F' die Verteilungsfunktion einer stetigen Zufallsvariablen X mait Dichte
f, so gilt fiir alle reellen Zahlen a < b:

(a) Pla <X <b)=F(b) - F(a) = [ f(t)dt
(b) P(X >a)=1-F(a)= [ f(t)dt

1

Beispiel 3.4. Es sei f(z) =
und es gilt nach [4, Satz 11.28]:

e’} 1 1.2
exp| —— | dxe = 1.
oo V2T p( 2)

Wir definieren nun fiir ein Intervall I =]a,

Py / ()
[ w(5)

die Verteilungsfunktion zu der Wahrscheinlichkeitsdichte f gegeben ist. P(I) gibt also den
Fldcheninhalt an, der unter der ”Flachenkurve” f zwischen x = a und = = b liegt.

2
x
exp (_E> fiir x € R; dann ist f nichtnegativ, stetig,

N

wobei durch

IQ

e 2

0.50 +

0.25 +
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Definition 3.5. Zwei stetige Zufallsvariable X und Y heilen unabhingig, wenn die
Ereignisse (X < x) und (Y < y) fiir beliebige (x,y) € R? unabhingig sind, d.h. wenn

P(X <z)n(Y <y))=P(X <x)-PY <y)

gilt. Sonst heiflen X und Y abhdingig.

3.2 Erwartungswert und Varianz stetiger Zufallsva-
riabler

Definition 3.6. (a) Ist X eine stetige Zufallsvariable mit der Dichtefunktion f, so
heifit -
E(X):= / zf(z)dz

der Erwartungswert von X.

(b) Ist X eine stetige Zufallsvariable mit der Dichtefunktion f derart, dass E(X?)
existiert, so definiert man die Varianz durch

Var(X) = / (o — B(X))2f (x)dx.

—00

o=o0x = +/Var(X) heiBt Standardabweichung von X.

Die in Satz 2.12 sowie Satz 2.16 studierten Eigenschaften des Erwartungswerts und der
Varianz diskreter Zufallsvariablen gelten auch fiir stetige Zufallsvariablen. Ebenfalls 158t
sich die Ungleichung von Tschebyscheff und das Schwache Gesetz grofler Zahlen aus Ab-
schnitt 2.4 auf stetige Zufallsvariable iibertragen.

3.3 Wichtige stetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen

3.3.1 Gamma-Verteilung und Exponentialverteilung

Zahlreiche Zufallsvariable konnen nur nichtnegative Werte annehmen. Thre empirische
Wahrscheinlichkeitsdichte ist oft unimodal und asymmetrisch. Als Beispiel sei die Zeit-
spanne zwischen Funktionsstorungen bei Flugzeugmotoren, die Dauer von Routineun-
tersuchungen bei Flugzeugen oder Autos erwédhnt. Derartige Situationen lassen sich nur
schlecht mit einer Normalverteilung modellieren, da deren Dichte einerseits symmetrisch
um den Erwartungswert ist, andererseits auch negativen Werten positive Wahrschein-
lichkeitsdichten zugewiesen werden. In solchen Fiéllen ist oft der Einsatz der Gamma-
Verteilung sinnvoll.

Definition 3.7. Eine stetige Zufallsvariable X besitzt eine Gamma- Verteilung mit
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den Parametern o > 0 und A > 0, wenn ihre Dichte gegeben ist durch

AY a—1_—)\x
f(z) = e >0
0, xz < 0.

Die Gamma-Funktion I'(«) ist dabei definiert durch

MNa) = / u* e "du, a > 0.
0

Die Form der Verteilungsfunktion héngt stark von a ab. Man nennt daher o den Form-
parameter der Gamma-Verteilung. Fiir o = 1 erhélt man die Fxponentialverteilung.

Der Parameter A heifit Skalierungsparameter. Multipliziert man nédmlich eine Gamma-
verteilte Zufallsvariable X mit einer Konstanten 3, so erhilt man wieder eine Gamma-
verteilte Zufallsvariable mit gleichem «, der Parameter A\ wird durch % ersetzt. Einer

Anderung von A entspricht also die Anderung der MaBeinheit beim zugrundeliegenden
Zufallsexperiment.
Die Gamma-Funktion ist eine Verallgemeinerung der Fakultédt: Direkte Integration zeigt

T(1) =1,

und mit partieller Integration verfiziert man

MNa+1)=al(a), a>0,

woraus insbesondere

I'n)=(Mnm-1), neN,

folgt. Ferner gilt: : I'(3) = /7. Fiir @ ¢ N ist es nicht mdglich, einen geschlossenen
Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeit P(a < X < b) anzugeben.

3.3.2 Die Normal-Verteilung

Definition 3.8. Eine stetige Zufallsvariable heifit normal-verteilt mit den Parame-
tern p und o (kurz: X ~ N(p,0?)), wenn die Dichtefunktion folgende Gestalt hat:

1 1 (z—p 2
x) = exp | —= :
@) = —= p<2( = ))
Wir sagen kurz: X ist N(u,o?)-verteilt. Die Dichtefunktion aus Beispiel 3.4 ergibt
sich mit ¢ = 1 und g = 0; die N (0, 1)-Verteilung heifit Standardnormalverteilung.
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Wendepunkt Wendepunkt

T

Satz 3.9. Ist X N(p,0?)-verteilt, so erhalten wir mit der Substitution Ly

BE(X) = U\}% _Zx exp (—%(x;“f) da

1
= at + i) exp <—§t2) odt

g

a\/27r
1 o0 —1
= — — | dt =
Nor: “/_ooeXp( 2 )
und

Var(X) ! (““)2 d
ar = 2 ex i

0\/27‘(‘ P ) o

1 * 9 (_1 2)
= octeexp | —t° | o dt
oV2T J_s P 2

V2 [ 5, L, 2 L [7
— ﬁ/o atexp(—§t>dt——7ra/o Vu exp(—u) du

2 3 2
- Z o1 2 2lpdy_
2 1) = Zor() -
mit der Gammafunktion I'(z) := / u*texp(—u) du, > 0, die T(z+1) = x-T'(x)
0

sowie I'(3) = /7 erfillt.

Bemerkungen 3.10. Ist X N(0, 1)-verteilt (X ~ N(0, 1)), so bezeichnet man iiblicher-
weise die zugehorige Verteilungsfunktion mit ¢, d.h.

o(z) = m/ exp (——t2) dt .
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Die Wahrscheinlichkeit, dass X Werte im Intervall ]a,b] mit ¢ < b annimmt, ist dann
Pla < X <b) = ¢(b) — ¢(a). Da man ¢ nicht mit elementaren Funktionen darstellen
kann, gibt es Tabellen, in denen viele Werte von ¢ eingetragen sind. Um diese Tabellen zu
erzeugen, entwickelt man den Integranden in eine Potenzreihe, integriert gliedweise und
wertet die entstehende Reihe numerisch aus.

In den Tabellen sind allerdings nur Werte ¢(x) fiir z > 0 angegeben. Wegen der Symmetrie
der Dichtefunktion ergibt sich fiir z > 0

Ist X N(u,o?)-verteilt, so erhalten wir

1 1/t—p\°
P(X <z)= / exp | —= (t ,u) dt .
oV2T J s 2 o

Die Substitution t — p = ou liefert

P(Xsw:as(‘”‘“)

g

P(a<X§b):¢<b?T’u)—q§<a_’u> .

und damit

g

Also kann man mit den Tabellen fiir die N (0, 1)-Normalverteilung auch die Verteilungs-
funktion fiir die N(u, 0?)-Verteilung niherungsweise berechnen.

Ubrigens: Aufgrund der Stetigkeit von ¢ (bzw. f) ist es unerheblich, ob die Intervallgren-
zen a, b zum Intervall von X dazu gehdren.

Bemerkungen 3.11. Wir wollen ein paar Bemerkungen zur Gewinnung der Tabellen fiir
die Normalverteilung machen. Man wihlt als Ersatz fiir den exakten Funktionswert ¢(x)
die Ndherung

1 x?
1 I — -_— 2 3 't pu—
Nor exp < 5 ) (a1s + ass” + ags®) mit s

1
1+ bx

und
b=0.33267, a; =0.4361836, ay; = —0.1201676 und az = 0.937298 .

Beispiel 3.12. Ein Werkstiick soll eine Bohrung erhalten mit einem Durchmesser von 50
mm. Die Toleranzgrenzen sind ¢, = 49.97 mm und ¢, = 50.04 mm. Es sei bekannt, dass die
von den Bohrautomaten erstellten Bohrungen N (u,o?)-verteilt sind, wobei x4 = 50 mm
und ¢ = 0.02 mm gelten soll. Ein Werkstiick ist Ausschuss, wenn der Durchmesser grofier
als t, ausfillt. Ist der Durchmesser kleiner als ¢,,, so muss eine Nachbohrung durchgefiihrt
werden.

a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Bohrung sofort qualitétsgerecht aus-
fall?



3.3. WICHTIGE STETIGE WAHRSCHEINLICHKEITSVERTEILUNGEN o7

b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Werkstiick nachgebessert werden
muss?

c) Wie grof} ist die Ausschusswahrscheinlichkeit?

Um die erste Frage zu beantworten, gilt mit den Bemerkungen 3.10 und einer Tabelle

50.04 — 50 49.97 — 50
P(tnggto):gb(i) _ <7

0.02 0.02 ) = #(2) = ¢(=15)

=¢(2) — (1 — ¢(1.5)) = 0.9772 — (1 — 0.9332) = 0.9104 .

Also ist bei 91,04 % der Werkstiicke von einer qualititsgerechten Bohrung auszugehen.
Analog zur Berechnung fiir Teil a) erhalten wir zur Beantwortung von Teil b):

49.97 — 50

PX <t)=¢ ( 0.02

) = ¢(—1.5) ~ 0.0668 .

Also ist mit einer Wahrscheinlichkeit von ungefahr 6,68 % von einer Nachbesserung aus-
zugehen. Fiir die Ausschusswahrscheinlichkeit gilt

50.04 — 50

P(X>t0):1—P(X§to):1—¢>< 2

) =1—(2) ~ 0.0228 .

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 2,28 % ist der Durchmesser zu grof.

Bemerkung 3.13. Hiufig ist man an der Wahrscheinlichkeit interessiert, dass die N (u, o%)-
verteilte Zufallsvariable Werte in einem zu p symmetrischen Intervall [ — ko, + ko] mit
k € N annimmt. Es ist iiblich, die Abweichung von p in Einheiten von o anzugeben.
Deshalb spricht man vom ko-Intervall. Wir erhalten aus den Bemerkungen 3.10:

P(p—ko <X <p+ko) = (k) — ¢p(—k) = 2p(k) — 1.
Speziell fiir £ = 1, 2, 3 ergeben sich folgende Werte
Pu—1-0 <X <pu+1-0)=2¢(1)—1~0.6826,
Pu—2-0 <X <pu+2-0)=2¢(2)—1~0.9544,

Plu—3-0 <X <p+3-0)=26(3)—1~0.9974 .

Also liegen ca. 68 % der beobachteten Werte bei einer N (u, 0?)-verteilten Zufallsvariablen
zwischen p — o und pu + o, ca. 95 % liegen zwischen p — 20 und p + 20 und ca. 99.7 %
liegen zwischen p — 30 und p + 30.
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Tabelle mit den Werten der Verteilungsfunktion ¢ der Standardnormalvertei-
lung

z o px) |z )| v o) | x o) |z o) |z o) | z o)

0,00 05000 | 0,53 0,7019 | 1,06 0,8554 | 1,50 0,9441 | 2,12 0,9830 | 2,65 0,9960 | 3,18  0,99926
0,01 05040 | 0,54 0,7054 | 1,07 0,8577 | 1,60 0,9452 | 2,13 0,9834 | 2,66 0,9961 | 3,19  0,99929
0,02 05080 | 0,55 0,708% | 1,08 0,8599 | 1,61 0,9463 | 2,14 0,9838 | 2,67  0,9962 | 3,20  0,99931
0,03 05120 | 0,56 0,7123 | 1,00 0,8621 | 1,62 0,9474 | 2,15 0,9842 | 2,68 0,9963 | 3,21  0,99934
0,04 05160 | 0,57 0,7157 | 1,10 0,8643 | 1,63 0,9485 | 2,16 0,9846 | 2,69  0,9964 | 3,22  0,99936
0,05 05199 | 0,58 0,7190 | 1,11 0,8665 | 1,64 0,9495 | 2,17 0,9850 | 2,70  0,9965 | 3,23  0,99938
0,06 05239 | 0,59 0,7224 | 1,12 0,8686 | 1,65 0,9505 | 2,18 0,9854 | 2,71  0,9966 | 3,24  0,99940
0,07 05279 | 0,60 0,7258 | 1,13 0,8708 | 1,66 0,9515 | 2,19 0,9857 | 2,72  0,9967 | 3,25  0,99942
0,08 05319 | 0,61 072901 | 1,14 0,8729 | 1,67 0,9525 | 2,20 0,9861 | 2,73  0,9968 | 3,26  0,99944
0,09 05359 | 0,62 0,7324 | 1,15 0,8749 | 1,68 0,9535 | 2,21 0,9865 | 2,74  0,9969 | 3,27  0,99946
0,10 05398 | 0,63 0,7357 | 1,16 0,8770 | 1,69 0,9545 | 2,22 0,9868 | 2,75  0,9970 | 3,28  0,99948
0,11 05438 | 0,64 0,7389 | 1,17 0,8790 | 1,70 0,9554 | 2,23 0,9871 | 2,76 0,99711 | 3,20  0,99950
0,12 05478 | 0,65 0,7422 | 1,18 0,8810 | 1,71 0,9564 | 2,24 0,9875 | 2,77 0,99720 | 3,30  0,99952
0,13 05517 | 0,66 0,7454 | 1,19 0,8830 | 1,72 0,9573 | 2,25 0,9878 | 2,78 0,99728 | 3,31  0,99953
0,14 05557 | 0,67 0,7486 | 1,20 0,8849 | 1,73 10,9582 | 2,26 0,9881 | 2,79 0,99736 | 3,32  0,99955
0,15 05596 | 0,68 0,7518 | 1,21 0,8869 | 1,74 0,9591 | 2,27 0,9884 | 2,80 0,99744 | 3,33  0,99957
0,16 05636 | 0,69 0,7549 | 1,22 0,8888 | 1,75 0,9599 | 2,28 0,9887 | 2,81 0,99752 | 3,34  0,99958
0,17 05675 | 0,70 0,7580 | 1,23 0,8907 | 1,76 0,9608 | 2,20 0,9890 | 2,82  0,99760 | 3,35  0,99960
0,18 05714 | 0,71 0,7612 | 1,24 0,8925 | 1,77 0,9616 | 2,30 0,9803 | 2,83 0,99767 | 3,36  0,99961
0,19 05754 | 0,72 07642 | 1,25 0,8944 | 1,78 10,9625 | 2,31 0,9896 | 2,84 0,99774 | 3,37  0,99962
0,20 055793 | 0,73 0,7673 | 1,26 0,8962 | 1,79 0,9633 | 2,32 0,9898 | 2,85 0,99781 | 3,38  0,99964
0,21 05832 | 0,74 0,7704 | 1,27 0,8980 | 1,80 0,9641 | 2,33 0,9901 | 2,86 0,99788 | 3,39  0,99965
0,22 05871 | 0,75 0,7734 | 1,28 0,8097 | 1,81 0,9649 | 2,34 0,9904 | 2,87 0,99795 | 3,40  0,99966
0,23 05910 | 0,76 0,7764 | 1,29 0,9015 | 1,82 0,9656 | 2,35 0,9906 | 2,88 0,99801 | 3,41  0,99968
0,24 05948 | 0,77 0,7794 | 1,30 0,9032 | 1,83 0,9664 | 2,36 0,9909 | 2,89  0,99807 | 3,42  0,99969
0,25 05987 | 0,78 0,7823 | 1,31 10,9049 | 1,84 0,9671 | 2,37 0,9911 | 2,90 0,99813 | 3,43  0,99970
0,26 0,6026 | 0,79 0,7852 | 1,32 0,9066 | 1,85 0,9678 | 2,38 0,9913 | 2,91 0,99819 | 3,44 0,99971
0,27 0,6064 | 0,80 0,7881 | 1,33 0,9082 | 1,8 0,9686 | 2,39 0,9916 | 2,92 0,99825 | 3,45 0,99972
0,28 0,6103 | 0,81 0,7910 | 1,34 0,9099 | 1,87 0,9693 | 2,40 0,9918 | 2,93 0,99831 | 3,46 0,99973
0,20 06141 | 0,82 0,7939 | 1,35 09115 | 1,88 0,9700 | 2,41 0,9920 | 2,94 0,99836 | 3,47  0,99974
0,30 06179 | 0,83 0,7967 | 1,36 0,9131 | 1,89 0,9706 | 2,42 0,9922 | 2,95 0,99841 | 3,48 0,99975
0,31 06217 | 0,84 0,7996 | 1,37 0,9147 | 1,90 0,9713 | 2,43 0,9925 | 2,96 0,99846 | 3,49  0,99976
0,32 06255 | 0,85 0,8023 | 1,38 09162 | 1,91 0,9719 | 2,44 0,9927 | 2,97 0,99851 | 3,50 0,99977
0,33 06293 | 0,86 0,8051 | 1,39 0,9177 | 1,92 0,9726 | 2,45 0,9929 | 2,98 0,99856 | 3,51  0,99978
0,34 06331 | 0,87 08079 | 1,40 0,9192 | 1,93 0,9732 | 2,46 0,9931 | 2,99 0,99861 | 3,52  0,99978
0,35 0,6368 | 0,88 0,8106 | 1,41 0,9207 | 1,94 0,9738 | 2,47 0,9932 | 3,00 0,99865 | 3,53  0,99979
0,36 0,6406 | 0,89 0,8133 | 1,42 0,9222 | 1,95 0,9744 | 2,48 0,9934 | 3,01 0,99869 | 3,54  0,99980
0,37 06443 | 0,90 0,8159 | 1,43 10,9236 | 1,96 0,9750 | 2,49 0,9936 | 3,02 0,99874 | 3,55 0,99981
0,38 0,6480 | 0,01 0,8186 | 1,44 0,9251 | 1,97 0,9756 | 2,50 0,9938 | 3,03 0,99878 | 3,56  0,99981
0,39 06517 | 0,92 0,8212 | 1,45 0,9265 | 1,98 0,9762 | 2,51 0,9940 | 3,04 0,99882 | 3,57  0,99982
0,40 0,6554 | 0,93 0,8238 | 1,46 0,9279 | 1,99 0,9767 | 2,52 0,9941 | 3,05 0,99886 | 3,58  0,99983
0,41 06591 | 0,904 0,8264 | 1,47 0,9292 | 2,00 0,9773 | 2,53 0,9943 | 3,06 0,99889 | 3,59  0,99983
0,42 06628 | 0,95 0,8289 | 1,48 0,9306 | 2,01 0,9778 | 2,54 0,9945 | 3,07 0,99893 | 3,60 0,99984
0,43 0,6664 | 0,96 0,8315 | 1,49 0,9319 | 2,02 0,9783 | 2,55 0,9946 | 3,08 0,99896 | 3,61  0,99985
0,44 0,6700 | 0,97 0,8340 | 1,50 0,9332 | 2,03 0,9788 | 2,56 0,9948 | 3,09 0,99900 | 3,62  0,99985
0,45 0,6736 | 0,98 0,8365 | 1,51 0,9345 | 2,04 0,9793 | 2,57 0,9949 | 3,10 0,99903 | 3,63  0,99986
0,46 0,6772 | 0,99 0,8389 | 1,52 10,9357 | 2,056 0,9798 | 2,58 0,9951 | 3,11  0,99906 | 3,64 0,99986
0,47 0,6808 | 1,00 0,8413 | 1,53 0,9370 | 2,06 0,9803 | 2,59 0,9952 | 3,12 0,99910 | 3,65 0,99987
0,48 06844 | 1,01 10,8438 | 1,54 0,9382 | 2,07 0,9808 | 2,60 0,9953 | 3,13 0,99913 | 3,66 0,99987
0,49 06879 | 1,02 0,8461 | 1,55 0,9394 | 2,08 0,9812 | 2,61 0,9955 | 3,14 0,99916 | 3,67  0,99988
0,50 0,6915 | 1,03 0,8485 | 1,56 0,9406 | 2,00 0,9817 | 2,62 0,9956 | 3,15 0,99918
0,51 0,6950 | 1,04 0,8508 | 1,57 0,9418 | 2,10 10,9821 | 2,63 0,9957 | 3,16  0,99921
0,52 0,6985 | 1,05 0,8531 | 1,58 0,9430 | 2,11 0,9826 | 2,64 0,9959 | 3,17  0,99924
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3.3.3 Die Y*-Verteilung

Definition 3.14. Es sei X eine standardnormal-verteilte Zufallsvariable. Man nennt
die Verteilung von Z = X? - Verteilung mit einem Freiheitsgrad.

Ist X also standardnormal-verteilt, so erhalten wir fiir die Verteilung von Z = X?
(m.H. der Substitution s = ¢?):

Fy(z) = P(X?<z) = P(—Vz <X <o)

Y £2 1 1
- 2 )dt = —— | —e3ds.
\/_27r/ exp( 2> \ﬁzﬂof Nz
_\/5

Wir haben in Definition 3.14 festgelegt, dass das Quadrat einer standardnormal-verteilten
Zufallsvariablen y?-verteilt (1 Freiheitsgrad) ist und deren Verteilung ausgerechnet. Ein
Vergleich zeigt, dass die Dichte der y2-Verteilung durch die Dichte der Gamma-Verteilung
mit @« = \ = % gegeben ist. Wir betrachten nun eine etwas allgemeinere Situation.

Definition 3.15. Es seien Uy, ..., U, unabhingige x3-verteilte Zufallsvariable. Die
Verteilung von V. = U, + ...+ U, heifit x*-Verteilung mit n Freiheitsgraden und wird
X2 bezeichnet.

Da die Zufallsvariablen U; Gamma-verteilt mit den Parametern (a, A) = (3, 3) sind, folgt,
dass V' ebenfalls Gamma-verteilt und zwar mit den Parametern (7,

) ist. Somit erhalten
wir fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte der x2-Verteilung

1
N n/2—1_—x/2 > 0.
f(@) 2%T(n/2). =

Es gilt
E(V)=n, op=2n.

Die x2-Verteilung besitzt folgende bemerkenswerte Eigenschaft: wenn U einer y2-Verteilung,
V einer x2,-Verteilung folgt, dann besitzt U + V eine x?2_,,-Verteilung.

Dichte der x?_;-Verteilung

Flache = o

0 1 2 3 4 5 6X 718 9 10
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3.3.4 Die Student-Verteilung

Definition 3.16. Es sei X standardnormal-verteilt und U folge einer x?2 - Verteilung,

n € N. Die Verteilung von T = \/X— heif$t t-Verteilung mit n Fretheitsgraden, kurz

U/n
t,,- Verteilung.

Bemerkung 3.17 (Die ¢-Verteilung). Die t-Verteilung wurde von W. S. Gosset ein-
gefiihrt, der im Department of Agriculture in Dublin arbeitete und unter dem Pseudonym
"Student” verdffentlichte. Die ¢t-Verteilung heifit daher auch Student-Verteilung.

Auf solche Verteilungen stof3t man, wenn man aus einer Stichprobe mit unbekannter Streu-
ung Aussagen iiber den Erwartungswert machen soll.

Fiir die Dichte der t,-Verteilung erhélt man nach ldngerer Rechnung

0=t/ !

Die Dichte ist eine gerade Funktion und besitzt eine groBe Ahnlichkeit zu der Dichte der
Standardnormalverteilung.

T((n+ 1>/2>( tz)*"“)”, teR.

n

Dichte der t,_;-Verteilung

2

Flache = o




Kapitel 4

Grenzwertsatze

Bevor wir uns mit den eigentlichen Grenzwertsédtzen beschéaftigen, stellen wir noch ein
paar Begriffe zur Verfiigung.

Definition 4.1.  a) Ist X eine Zufallsvariable mit dem Erwartungswert p = E(X)
und der Varianz 0 = Var(X) > 0, so gilt fiir die Zufallsvariable

_ X
B g

X"

nach den Sétzen 2.12 und 2.16
E(X*)=0 und Var(X*) =1.
X* heifit die zu X gehorende standardisierte Variable.

b) Zwei Zufallsvariable X und Y auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum (2, .4, p)
heissen gleichverteilt oder identisch verteilt, wenn ihre Verteilungsfunktionen
iibereinstimmen.

Beispiel 4.2. Wir betrachten einen einfachen Wiirfelwurf; dann ist Q = {1,2,3,4,5,6},
1
A =PB(Q) und p(w) = G fiir alle w € Q. Wird eine gerade Zahl gewiirfelt, so wird ein Euro

ausgezahlt; sonst verliert der Spieler den Einsatz von einem Euro. Die Zufallsvariable X
beschreibe dieses Spiel. Wird eine Primzahl gewdiirfelt, so gewinnt der Spieler einen Euro;
sonst verliert er seinen Einsatz. Dieses Spiel wird durch Y beschrieben. Wir erhalten

w |1 2 3 4 5 6

Xw)|-1 1 -1 1 -1 1
Y [-1 1 1 -1 1 -1

und damit die Verteilungsfunktionen F'x und Fy mit
0 fir z < -1
Fx(x) = Fy(x) = fir —1<az<1 .

1
2
1 fir 1<z

61
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Verschiedene Zufallsvariable konnen also dieselbe Verteilungsfunktion besitzen. Hier sind
X und Y identisch verteilt.

4.1 Der Satz von de Moivre-Laplace

Wir wollen nun motivieren, warum wir die Binomialverteilung fiir grofie n durch die
Normalverteilung ersetzen diirfen.

Es sei X B(n, p)—verteilt; dann besitzt die Verteilungsfunktion Sprungstellen in den Punk-
ten 0,1, ..., n. Betrachten wir die zu X gehorende standardisierte Variable X*, so hat die
zu X* gehorende Verteilungsfunktion Sprungstellen in den Punkten

n k-
u,i):—u fir k=0,...,n.
o

Z.B. hat die Verteilungsfunktion X fiir n = 12 und p = 0.25, d.h. g = np = 3 und

3
o= /np(l—p) = 5 die Sprungstellen 0,...,12. Die zu X* = §(X — 3) gehorende
Verteilungsfunktion hat die Sprungstellen
4 2 24
—2,—,—=,0,=,=,...,6.
) 3? 3? Y 37 37 7

Auf dem Intervall [k, k 4 1] gilt fiir die zu X gehorende Dichte fy:
fx(x) = Bn,(k), zelkk+1].
Fiir die zu X* gehorende Dichte fx« gilt
fxe(2) = 0Boy(k),  fir 2 € [ul”, ul” [

Wir ersetzen nun die stiickweise konstante Dichtefunktion fx+ durch einen Polygonzug
n ]‘ n n n
m,,. Dazu verbinden wir die Punkte (u,(C )+ 55 fx*(ué ))) und (ul(wr)1 + % fX*(ul(c—i—)l))'
o a

Wir nehmen nun an, dass dieser Polygonzug fiir n — oo gegen eine auf R differenzierbare
Funktion ¢ konvergiert, und werden zeigen, dass sich als Grenzwert die Dichtefunktion
der Normalverteilung ergibt.

Wir berechnen bei fest vorgegebenem u € R zunéchst k£ in Abhéngigkeit von n so, dass

ue fud” uf) |

gilt, vorausgesetzt u liegt zwischen u{"” und u{”. Nun ist

m _k—n m _k+l—p
Up =T SUS Uy T T

g

genau dann, wenn
cu+p—1l<k<ou+p,

uy/np(1 —p) +np—1 <k <uy/np(l —p)+np

d.h. wenn
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gilt. Wir betrachten nun den Polygonzug m,, an der Stelle u. Die Ableitung von m,, an
der Stelle u ergibt sich durch die Steigung des Polygonzuges, d.h.

0B ,(k+1) — 0B, (k)

m, (u) =

=

Aus der Rekursionsformel in Beispiel 2.19 folgt

N (n—Kp |\ _ .2 np—k—(1-p)
)=t (i ) = B )

Ersetzen wir 0 B,, ,(k) durch mn(ué")) und & durch au,g") + u, so erhalten wir wegen p = np

und p(1 —p) = o

np—au,(c")—,u—(l—p)

ml(u) = omu(ul)
" (od 4 1)(1 - p)
B i e ld St )
ou" (1= p)+ 02+ (1 —p)
(n) 1—
- —(u” + 3F)
W0-p) | g, 1o

Wegen

1
o np(1 —p)

konvergiert u,(f") fiir n — oo gegen w. Damit erhalten wir durch Grenziibergang fiir die
Grenzfunktion ¢ die Beziehung

@' (u) = —u-p(u) .

Dies ist eine homogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung fiir ¢, deren Losung sich
zu

(1) = Cexp (-%zﬂ)

ergibt, wobei C' so zu bestimmen ist, dass

/_oogp(u)duzl

[e.e]

gilt. Daraus folgt C' = ; also ist ¢ die Dichtefunktion der Normalverteilung.

1
V2T

Satz 4.3 (Satz von de Moivre-Laplace). Es sei 0 < p < 1 und X,, B(n,p)-verteilt
sowie X' die zu X,, gehorende standardisierte Zufallsvariable. Dann gilt fir alle a <
b:

lim Pa < X3 <b) = ¢(b) — ¢(a) ,

n—oo
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wobei ¢ (wie iblich) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeich-
net.

Bemerkung 4.4. Numerische Experimente zeigen, dass eine ”gute” Ndherung der Bino-
mialverteilung durch die Normalverteilung vorliegt, wenn die Faustregel

np(l—p) >9
erfiillt ist. Wir erhalten dann fiir die B(n, p)—Verteilung

PX=k) = By = 2UE) L Ly

2
(2
oV 2w 2 o

p(xg@w(ﬂ)

np(l — p)

sowie die (durch eine sog. Stetigkeitskorrektur) verbesserten Ndherungen

1
p(ng)mﬁ(w)

und

np(1 —p)

und

N b—np+3 B a—np—1
PlasX<?) ¢< np(l—p)> ¢< np(l—p)>’

Wir wollen die letzten Uberlegungen an einem Beispiel demonstrieren:

Beispiel 4.5. Fiir viele Sportveranstaltungen in Stadien werden héufig Freikarten verge-
ben. Erfahrungsgemaf nutzen nur 85% der auf diese Weise geladenen Géste ihre Freikar-
ten.
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a) Es werden 200 Freikarten ausgegeben; wir berechnen die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass genau 170 Ehrenplédtze belegt werden.

b) Fiir eine Veranstaltung werden 200 Freikarten vergeben. Wie viele Ehrenplétze sind
mindestens bereitzustellen, damit die Wahrscheinlichkeit, dass alle ins Stadion kom-
menden geladenen Ehrenggste jeweils noch einen freien Ehrenplatz vorfinden, min-
destens 97.5% betragt?

Bezeichnen wir mit X die zufiillige Anzahl der belegten Ehrenplétze (d.h. der genutzten
Freikarten), so ist X B(n,p)—verteilt mit n = 200 und p = 0.85. Es ist u = np = 170.
Wegen np(1 — p) = 25.5 > 9 ist die Faustregel aus Bemerkung 4.4 erfiillt.

Um Teil a) zu beantworten, erhalten wir wegen o = y/np(1 — p) ~ 5.05
1 1 /170 — 170\ ?
P(X =170) =~ ex —_ | —
( ) — o P ( 5 ( - ) )
! (0) L 0399 ~ 0079
= X ~ ——-0. ~ 0.079.
oo P 5.05

(Dabei kénnen wir die Werte exp <—§x2) entweder mit einem Taschenrechner be-

1
V2T
rechnen oder aber einer Tabelle entnehmen.)

Die Wahrscheinlichkeit, dass genau 170 Ehrenpléatze belegt werden, betrigt also ungefahr
7.9 %.

Um die zweite Frage zu beantworten, berechnen wir k£ so, dass
P(X <k)>0.975

gilt. Wir ersetzen die Wahrscheinlichkeit P(X < k) durch
k—mnp+2
| —=
np(l —p)

k—170+ 1
5.05

und erhalten die Bedingung

) > 0.975,

woraus sich mit Hilfe der Tabelle fiir die Normalverteilung

k— 170 + 3

> 1.
5.05 = 1.96

ergibt. Daraus erhalten wir k£ > 179.3 bzw. k > 180. Also bené6tigt man mindestens 180
Ehrenplétze.
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4.2 Der zentrale Grenzwertsatz

Bei den Zentralen Grenzwertsitzen (ZGWS) handelt es sich um eine Familie schwa-
cher Konvergenzaussagen aus der Wahrscheinlichkeitstheorie. Allen gemeinsam ist die
Aussage, dass die (normierte und zentrierte) Summe einer grofien Zahl von unabhéngi-
gen, identisch verteilten Zufallsvariablen annéihernd (standard) normal verteilt ist. Dies
erkldrt auch die Sonderstellung der Normalverteilung.

Die wichtigste und bekannteste Aussage wird auch einfach als Der Zentrale Grenzwertsatz
bezeichnet und befasst sich mit unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen, deren
Erwartungswert und Varianz endlich sind; er wird auch als Grenzwertsatz von Lindeberg-
Lewy bezeichnet, siehe Satz 4.6 unten.

Es existieren verschiedene Verallgemeinerungen, fiir die eine identische Verteilung keine
notwendige Voraussetzung ist. Stattdessen wird dann eine andere Voraussetzung gefor-
dert, die sicherstellt, dass keine der Variablen zu groflen Einfluss auf das Ergebnis erhélt.
Beispiele sind die Lindeberg-Bedingung und die Ljapunow-Bedingung. Dariiber hinaus-
gehende Verallgemeinerungen gestatten sogar ”schwache” Abhéngigkeit der Zufallsvaria-
blen.

Die Bezeichnung geht auf G. Polyas Arbeit Uber den zentralen Grenzwertsatz der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und das Momentenproblem von 1920 zuriick.

Satz 4.6 (Grenzwertsatz von Lindeberg-Levy). Es sei X1, Xo, ... eine Folge (stocha-
stisch) unabhingiger und identisch verteilter (kurz: u.i.v. oder i.i.d.) Zufallsvariabler
mit 02 = Var(X,) > 0. Setzen wir p:= E(X;) und S, := X1 + ...+ X,,, so gilt:

S, —n-
JLH&OP(CLS#SI)>=¢(5)—¢(G)-

Der Beweis ist mathematisch etwas anspruchsvoller, deshalb verzichten wir hier darauf.

Folgerung 4.7. Betrachten wir in Satz 4.6 das symmetrische Intervall [—k, k|, so
erhalten wir wegen E(S,) =n-E(X;) =n-pund Var(S,) =n-Var(X;) = no? die
Beziehung

: < Sn = E(SH) bR — () = 2- (k) —
JgngoP< k< Var(Sn)§k>_¢(k) ¢(—k)=2-¢(k) -1,

d.h.

lim P (E(Sn) — k/Var(S,) < S, < E(S,) + k\/Va'r(Sn)> —2.¢(k)—1.
Mit Bemerkung 3.13 erhalten wir also, dass die Summe von n unabhingigen und
identisch verteilten Zufallsvariablen (als Faustregel fiir grofie n) mit einer ungefihren

Wahrscheinlichkeit von
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- 0.6826 in den Grenzen E(S,) £1-+/Var(S,)
- 0.9544 in den Grenzen E(S,) £2-+/Var(S,)

- 0.9974 in den Grenzen E(S,) £3-+/Var(S,)

liegt.

Beispiel 4.8. Wir betrachten einen fairen Wiirfel, der n-mal geworfen wird. Die Zufalls-
variable X; gebe das Ergebnis des i-ten Wurfs an. Wir kénnen davon ausgehen, dass die
Wiirfe unabhéngig voneinander und unter gleichen Bedingungen stattfinden. Also kénnen
wir die X; als unabhéngig und identisch verteilt ansehen. In Abschnitt 2.2 haben wir den
Erwartungswert E(X;) = 3,5 berechnet. Fiir die Varianz erhalten wir

6 2
7N 1 35
Var(Xi) =Y <i— 5) =y M 21T
=1

Gehen wir einmal von 100 Wiirfen aus, so ergibt sich mit der obigen Faustregel wegen
Vv291.7 =~ 17.1, dass die Augensumme dann mit einer Wahrscheinlichkeit von

- 0.6826 in den Grenzen 350 &1 -17.1, also zwischen 332 und 368,
- 0.9544 in den Grenzen 350 + 2 - 17.1, also zwischen 315 und 385
- 0.9974 in den Grenzen 350 + 3 - 17.1, also zwischen 298 und 402

liegt.
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Kapitel 5

Statistik

Die Statistik wird iiblicherweise in die deskriptive (beschreibende) und die induktive (be-
urteilende, schlieBende) Statistik eingeteilt. Diese Einteilung ist insofern irrefithrend, da
der Eindruck erweckt wird, dass die deskriptive Statistik von subjektiven Einschétzungen
frei sei. Das ist aber haufig nicht der Fall. Die Hauptaufgabe der deskriptiven Statistik ist
zwar in erster Linie eine iibersichtliche graphische und/oder tabellarische Darstellung der
erhobenen Daten; es wird aber oft durch die Art der Prisentation (z.B. bzgl. der Umsat-
zentwicklung eines Unternehmens) eine Beeinflussung z.B. von potentiellen Geldgebern
(Banken, Aktionére usw.) versucht.

5.1 Elemente der deskriptiven Statistik

Wir stellen ein paar Begriffe zusammen, die uns eine leichtere Beschreibung von erhobenen
oder gemessenen Daten ermdoglichen und die uns aufmerksam machen auf hiufig voreilig
aus erhobenen Daten gezogene Schliisse. Dabei gehen wir davon aus, dass die erhobenen
Daten in Form von Zahlen z; € R vorliegen.

Definition 5.1. a) Die Zahl

T o= T o=

S|

n
D@
1=1

heifit (Stichproben-) oder arithmetisches Mittel bzw. kurz Mittelwert der Daten

T1yeees Ty
b) Die Zahl
& = i = ! i(mz —z)% = ! (i T2 — n§2>
n—1 n—-1\5
heifit (Stichproben-) oder empirische Varianz der Daten x4, ..., x,.

69
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Die Zahl s, = +/s2 heifit (Stichproben-) oder empirische Standardabweichung
von Ty, ..., Tn.
Bemerkungen 5.2. a) Werden die Daten xy, ..., x, linear transformiert zu
Yi=a-x;+b mit a #0,

so gilt (vgl. Sétze 2.12 und 2.16)

Yy = a-T+0,
2 _ 2.2
s, = a’- sy,
sy = la|- s,

b) Die Grofien 7, s2 und s, sind ausreifferempfindlich, d.h. dass eine Abénderung eines
einzigen Wertes den Mittelwert, die Varianz und die Standardabweichung beliebig
klein bzw. grofl werden lassen kann.

Definition 5.3. a) Sortieren wir die Daten x4, ..., z, der Grofie nach, d.h. bilden

Wwir x(;) = min x; bis z(,) = max x;, SO nennen wir
1<i<n 1<i<n

x(1) < Z(2) <...< Z(n)

die geordnete Stichprobe zu w1, ..., x,. Die Differenz x(,) — x(1) heifit Stichpro-
benspannweite.

b) Der (empirische) Median oder Zentralwert der Stichprobe xq,...,x, ist defi-
niert durch

T(ngt) fiir ungerades n
T1/2 = .
5(@@) +am 41)) fiir gerades n
Der Median von |z — 212, |2 —@1/2|, - . ., [T — 21/2| heiBt Median-Abweichung

von Ty, ..., Tn.
c) Ist 0 < p < 1, so heifit die Zahl
{ T ([np-+1]) falls n-p ¢ N
By = )
%(x(np) + T(np41)) falls n-peN

empirisches p-Quantil von x4, ..., x,. (Dabei ist [y] die grofte ganze Zahl klei-
ner oder gleich y € R.)

d) Die Quantile x3/4 und /4 heiflen oberes bzw. unteres Quartil. Die Differenz
w374 — 214 heilit Quartilsabstand der x4, ..., z,.
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Bemerkungen 5.4. Das p-Quantil z, teilt die geordnete Stichprobe im Verhéltnis p :
(1—p) auf. Links vom p-Quantil liegen 100-p Prozent aller Beobachtungswerte bzw. 100-p
Prozent der Gesamtzahl der Zufallswerte. Rechts davon liegen 100 - (1 — p) Prozent aller
Beobachtungswerte bzw. 100 - (1 — p) Prozent der Gesamtzahl der Zufallswerte. p heifit
auch der Unterschreitungsanteil.

Wir wollen uns nun graphischen Darstellungsmoglichkeiten fiir Stichproben zuwenden.
Zu erwahnen sind das Stab- und das Kreisdiagramm, das Histogramm und der Box-Plot.
Beim Stabdiagramm werden die absoluten bzw. die relativen Haufigkeiten, mit denen die
Daten auftreten, als Stédbchen gezeichnet, deren Lénge die absolute Haufigkeit bzw. die
relative Haufigkeit ist.

Beim Kreisdiagramm wird eine Kreisfliche in Sektoren aufgeteilt, deren Flachen pro-
portional zu den (absoluten oder relativen) Héufigkeiten fiir das Auftreten verschiedener
Daten sind. Beide Diagramme werden z.B. bei Ergebnissen von Wahlen verwendet.

8 Sem

2 Sem
6 Sem

4 Sem

Definition 5.5. Wir betrachten die Daten x1,...,x,. Wir teilen diese Daten in s
disjunkte Klassen auf, indem wir s halboffene Intervalle

[ala 0’2[7 [a27 a3[7 ce ey [CLS, CLS+1[

mit a; < as < ... < agy1 betrachten, in denen alle Daten liegen. Nun bilden wir iiber
jedem Teilintervall [a;, a;11[ ein Rechteck der Hohe d;, wobei

di-(ai“—ai):k‘i fir 1§’L§$
ist mit
1 n
k’i — E Z 1{ai§xj<ai+1}
j=1

Dadurch entsteht ein Histogramm. Die Gesamtfliche aller Rechtecke ist 1. Die ein-
zelnen Rechteckflichen sind proportional zur relativen Héufigkeit des Auftretens der
Daten. (Dabei ist 1 die Indikatorfunktion.)
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[ ] —1

a; as * aj a'j—l—l N syt

Bemerkungen 5.6. Die Breite der Teilintervalle ist willkiirlich; treten einige Daten nur
selten auf, so sollten die entsprechenden Klassen (sprich Intervalle) weggelassen werden. Ist
die Lange aller Teilintervalle gleich grof3, so ist auch die Hohe der Rechtecke proportional
zur sog. Klassenhaufigkeit.

Definition 5.7. Der Box-Plot wird hdufig beim Vergleich verschiedener Stichproben
verwandt. Er benutzt Quantile zur graphischen Darstellung von Lage und Streuung
der Daten. Auflerdem werden potentielle Ausreifler hervorgehoben.

Zur Anfertigung des Box-Plot wird ein senkrechtes oder waagerechtes Rechteck (eine
Kiste) gezeichnet, die vom unteren bis zum oberen Quartil geht und beim Median
unterteilt wird. Die Breite des Rechtecks wird meist nach dsthetischen Gesichtspunk-
ten gewédhlt. Nach oben und unten bzw. links und rechts wird die Kiste durch zwei
Stédbe verlangert, wobei der Endpunkt des nach oben aufgesetzten Stabes kleiner ist
als das obere Quartil plus das 1,5-fache des Quartilsabstandes, also kleiner als

T34 + 1,5 (w374 — 21/4)

ist, die sog. grofite normale Beobachtung. Der Endpunkt des nach unten aufgesetzten
Stabes ist grofler als

T1/4 — 1,5- (353/4 - 551/4) )

die sog. kleinste normale Beobachtung. Extrem grofie Beobachtungen sind Daten, die
oberhalb von z3/4+1,5- (x3 /4—T1 /4) liegen, extrem kleine Beobachtungen sind Daten,
die unterhalb von /4 — 1,5 (3 /4 — X1 /4) liegen. Die sog. Ausreifler nach oben und
unten werden durch einen Stern oder Punkt gekennzeichnet.

Wegen des Rechtecks in der Mitte des Diagramms spricht man auch von einem Kisten-
Diagramm.
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extrem grofle Beobachtungen

* % ¥

groffte normale Beobachtung

oberes Quantil

Median
unteres Quantil

} L3/4 — T1/4

kleinste normale Beobachtung

URS A A

—N
E

extrem kleine Beobachtung

Eine derartige Préasentation von Daten findet man z.B. im Bericht "PISA 2000 - Die
Lander der Bundesrepublik Deutschland im Vergleich”, herausgegeben vom Deutschen
PISA-Konsortium bei Leske und Budrich, Opladen 2002. Beim Box-Plot ist allerdings
statt der aufgesetzten Stdbe das Rechteck nach oben und unten verldngert worden. Au-
Berdem wurde auch bei dem Rechteck zwischen dem unteren und oberen Quartil um den
Mittelwert das sog. Konfidenzintervall angegeben. Es wurden farblich getrennt nach un-
ten noch das 10- und das 5 %-Perzentil und nach oben das 90- und das 95 %-Perzentil
angefiigt.

5.2 Schitzprobleme

Bisher sind wir davon ausgegangen, dass die Parameter der Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen, beispielsweise p und o in der Normalverteilung, bekannt sind. Bei praktischen An-
wendungen ist dies jedoch selten der Fall. Die schlieBende Statistik stellt Methoden bereit,
mit deren Hilfe man aus Stichproben Informationen iiber die interessierenden Parameter
gewinnen kann. Da naturgeméf eine Stichprobe nur einen kleinen Teil der Grundpopula-
tion umfasst, birgt diese Information stets ein bestimmtes Mafl an Unsicherheit in sich.
Absolut zuverlédssige Information wére nur bei Erfassen der gesamten Grundpopulation
zu erzielen. Es ist auch Aufgabe der schlielenden Statistik, das Ausmafl an Unsicherheit
zu quantifizieren.

Eine wesentliche Voraussetzung fiir die Anwendung statistischer Methoden ist die Zuféllig-
keit der Auswahl der Elemente in der Stichprobe: fiir jedes Individuum der Grundpopula-
tion muss die Wahrscheinlichkeit, in die Stichprobe aufgenommen zu werden, gleich sein.
Nur dadurch ist gewéhrleistet, dass die Stichprobe das Verhalten der Grundpopulation
ausreichend wiederspiegelt. Auf die Methoden der statistisch korrekten Entnahme einer
Stichprobe, ein durchaus schwieriges Problem, kann hier nicht eingegangen werden.

Beispiel 5.8. a) Ein Teich enthalte eine unbekannte Anzahl N von Fischen, die ge-
schitzt werden soll. Dazu werden W Fische gefangen, mit einem weiflen Punkt
markiert und wieder im Teich ausgesetzt. Nach einer gewissen Zeit werden bei einem
zweiten Fang n Fische gefangen, und es wird die Anzahl z der mit einem weiflen
Punkt gekennzeichneten Fische ermittelt.
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Eine plausible Schéitzung N (z) fiir N ergibt sich aus folgender Uberlegung: Wenn
x nicht zu klein ist, sollte der Anteil z/n der markierten Fische am zweiten Fang
ungefihr dem Anteil W/N der markierten Fische an der Gesamt-Population sein.
Wenn also N(z) eine gute Schiitzung fiir N ist, miisste gelten:

~
~

T oder N(:.z:)zI/Vﬁ

n N (:17) x

Dabei wiihle man als Néherung die zu der eventuell nichtganzzahligen Zahl W - 2
néchstgelegene ganze Zahl. Fiir kleine z ist diese Schétzung nicht sehr zuverlissig.

Diese heuristische Schétzung ergibt sich auch aus einem anderen Ansatz. Dazu be-
trachten wir Beispiel 2.28: Ist IV die Anzahl aller Fische im Teich, W die Anzahl der
markierten und N — W die Anzahl der nicht-markierten Fische im Teich, so ist die
Wahrscheinlichkeit Py (x), dass von n gefangenen Fischen beim zweiten Fang genau

x markiert sind: WA 7 N—W

()
n
Hier ist N ein unbekannter Wert, den es zu schétzen gilt. Wir nehmen als Schétzung
N so, dass Py(z) fiir das beobachtete  maximal wird. Dazu betrachten wir

Py (z) = mit 0<z<n.

Py(@) ()OO (N—w)(N —n)

_ \z n—ax n

Pya(@) M) NN -W-n+ta)’

n x n—r

es ist Py(x) > Py_1(z) genau dann, wenn nW > Nz gilt; entsprechend folgt
Pn(z) < Py_1(x) genau dann, wenn nWW < Nz gilt und Py(x) = Py_1(x) genau
fir nW = Nz . Also ist Py(z) (als Funktion von N betrachtet) maximal fiir

N(z) = [ﬂ] :

X

w - w
Ist 222 keine ganze Zahl, so ist N(z) eindeutig bestimmt. Ist dagegen nr € Z, so
x

T
w

sind 2 und 2 — 1 Werte von N , fiir die Py (x) maximal ist.
T T

In n Bernoulli-Experimenten soll die Erfolgswahrscheinlichkeit p aus der Zahl = der
Erfolge geschétzt werden (siehe Abschnitt 2.3.1, Binomialverteilung). Hierzu suchen
wir p € [0, 1] so, dass

n

L,(p) = ( )p“"’(l —p)""

maximal wird. Mit Hilfe der Produktregel erhalten wir

L) = (”)pf—lu ) (1= p) = (n—2)p) |

X

woraus sich aus der notwendigen Bedingung fiir das Vorliegen eines Extremwertes

d
d—pLx (p) = 0 fiir den Fall 0 < p < 1 die Nullstelle p(z) = % ergibt. Da die Ableitung
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von L, fir p < p(z) positiv und fiir p > p(z) negativ ist, liegt in p(x) ein
x

Maximum vor. Die relative Haufigkeit p(x) = — ist also eine Schitzung fiir die
n

Erfolgswahrscheinlichkeit p.

Der Begriff der Stichprobe, der bereits in vorhergehenden Abschnitten gelegentlich (ohne
nihere Begriindung) verwendet wurde, ist ein Grundbegriff der mathematischen Statistik.
In engem Zusammenhang damit steht der Begriff der Grundgesamtheit.

Definition 5.9. Sei (€2, A, p) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Zufallsgrofie
iiber diesem Wahrscheinlichkeitsraum, die ein gewisses Merkmal beschreibt. Dann
nennt man X (in diesem Zusammenhang) eine Grundgesamtheit.

Zur Gewinnung von Informationen iiber die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X
wird ein Versuch n-mal unabhéngig voneinander wiederholt. Damit erhélt man als
Realisierungen der Zufallsgroffe X die Zahlen x4, xs,...,x,. Betrachtet man nun
die Zahl xj (d.h. die Realisierung von X im k-ten Versuch) als Realisierung einer
ZufallsgroBe Xy, so sind die n Zufallsgrofien X7, X, ..., X,, unabhéngig und identisch
wie X verteilt (n Exemplare der Zufallsgrofie X).

Definition 5.10. Sei X eine Zufallsgrofie mit der Verteilungsfunktion F'. Dann heifit
der Zufallsvektor (X7, ..., X,) dessen Koordinaten X} unabhéngig und identisch wie
X verteilt sind, eine mathematische Stichprobe vom Umfang n aus der Grundge-
samtheit X mit der Verteilungsfunktion F. Die Zufallsgrofien X7, ..., X, heiflen (in
diesem Zusammenhang) Stichprobenvariable.

Jede Realisierung (z1,...,x,) des Zufallsvektors (X7, ..., X,,) heiBBt konkrete Stich-
probe vom Umfang n aus der Grundgesamtheit X mit der Verteilungsfunktion F'.
Jede einzelne Realisierung xy heifit Element der Stichprobe.

Wiéhrend wir also wie bisher Zufallsgrofen (Merkmale, Eigenschaften eines Untersu-
chungsobjektes) mit Grofbuchstaben XY, Z, ... bezeichnen, werden Realisierungen die-
ser ZufallsgroBen (Merkmalswerte, Messwerte) mit den entsprechenden Kleinbuchstaben
x,1, z, ... bezeichnet.

Unter den Voraussetzungen von Def. 5.10 ist die Verteilungsfunktion des Zufallsvektors
(X1,...,X,) gegeben durch

n

Fxyx, (@1, oz) = [[Fz), (21,...,2,) €R™ (5.1)
k=1

In der Praxis ist die Verteilungsfunktion oft nur bis auf einen noch zu bestimmenden
Parameter ¥ bekannt; um dies hervorzuheben, schreiben wir dann Fx,  x, (z1,..., 2, 0),
F(xy;0) ete.

Mittels der Schétztheorie soll bei einer Punktschétzung unter Verwendung einer mathe-
matischen Stichprobe (X7, ..., X,) vom Umfang n aus der Grundgesamtheit X eine zur
Schétzung von ¢ geeignete Stichprobenfunktion 6( X7, ..., X,,) angegeben werden. Liegt
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dann eine konkrete Stichprobe (x1,...,x,) vor, so betrachtet man die Zahl é(xl, Cey )
einerseits als Realisierung der Zufallsgrofe 6(X1, ..., X,), andererseits als Schitzwert fiir

den Parameter ¢J. Die Stichprobenfunktion ¢ = 6(X7, ..., X,,) heiit Schitzung (oder auch:
Schitzer, Schitzfunktion) fur den Parameter 9.

Zur konkreten Ermittlung von geeigneten Schétzern gibt es mehrere Verfahren - wir be-
schrianken uns hier auf das bekannteste, ndmlich die Maximum-Likelihood-Methode, die
auf R.A. Fisher zuriickgeht.

Seien X eine Grundgesamtheit, deren Verteilung von einem Parameter 1 € © abhédngen
soll, und (X3,...,X,) eine mathematische Stichprobe aus X. Ist X stetig verteilt, so
ergibt sich fiir die Verteilungsdichte des Zufallsvektors (X7, ..., X},)

n

Ixoox (@1, 2 0) = Hf(a?k;ﬁ), (x1,...,2,) € R,

k=1

wobei f(xy;19) den Wert der Verteilungsdichte der Zufallsgrofle X an der Stelle xj in
Abhéngigkeit vom Parameter 9 bedeutet. Ist X diskret verteilt, so ergibt sich fiir die
Verteilung des Zufallsvektors (X7, ..., X,,) entsprechend

n

P(Xy=21,..., Xy =2,) = [ [ P(Xs = 21 9).

k=1

Definition 5.11. Es sei (z1,...,2,) € R" eine konkrete Stichprobe vom Umfang n
aus der Grundgesamtheit X, die von einem Parameter 9 abhéngt.

(i) Ist X stetig verteilt mit der Verteilungsdichte f, so heift

n

Lo(9) = L(z1, ... ,2n;0) = [ [ flaw;9), (5.2)

k=1
Likelihood-Funktion der konkreten Stichprobe = = (x1,...,z,).

(ii) Ist X diskret verteilt mit der Verteilung P(X = z;,9), i = 1,2...,n, so heifit

n

Ly(0) = L(zy, . .., m039) = [ [ P(Xi = 213 9) (5.3)

k=1

Likelihood-Funktion der konkreten Stichprobe z = (x1, ..., z,).

Definition 5.12. Nimmt die Likelihood-Funktion L, mit L,(9) := L(zy,. .., 2,;7)
in ¥(z) ein Maximum an, d.h. gilt

Lo(0(x)) := sup{L.(9) | 9 € O},
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so heiBt 9(z) eine Mazimum-Likelihood-Schiitzung von 9.

Bemerkungen 5.13.  a) Der Parameter 9(x) ist die ,beste Erklirung® fiir die Beob-
achtung X, = x4,..., X,, = z,, weil er dem beobachteten Ereignis im diskreten Fall
die groBite Wahrscheinlichkeit des Eintretens (bei stetigen Zufallsvariablen: Wahr-
scheinlichkeitsdichte) verleiht.

b) In den meisten Féllen gibt es einen eindeutig bestimmten Maximum-Likelihood-
Schétzer, und er ist auch ein ,guter* Schétzer.

c¢) In vielen Féllen ist © ein reelles Intervall, und eine Maximum-Likelihood-Schétzung
kann mit Hilfe der Differentiation gefunden werden. Haufig ist es zweckméfig, statt
der Funktion L, die Funktion £, mit

L,=InL,

zu betrachten. Wegen der strengen Monotonie der Logarithmus-Funktion haben (im
Fall der Existenz) beide Funktionen das Maximum an der gleichen Stelle.

Beispiel 5.14. X sei Poisson-verteilt zum Parameter ¢, also

T

Py(x) = P(X =w;0) = —e™, weN.

Dann ergibt sich die Likelihood-Funktion zu
Ly(0) = L(z1,...,2050) = [ [ Pola), x1,... .20 €N.
k=1

In diesem Beispiel gilt also

192”: Tk
L,(9) = Le‘"ﬂ, T1,...,Tp € N.

[Trzi ()

Da beim Schétzproblem der gesuchte Parameter ¢ nicht bekannt ist, soll ein ,guter®
Schétzer ¥ zumindest im Mittel den richtigen Wert liefern. Das fiithrt zu

Definition 5.15. Sei 0, := é(Xl, ..., X,) eine Schéitzfunktion fiir den Parameter 6.

(a) Die Schitzfunktion 6, heiBt erwartungstreue Schiitzfunktion fiir @ (engl: unbia-
sed), wenn gilt X
Eg(@(Xl, . ,Xn)) =6 fir alle ¥ € © .

(b) Man nennt X X
Be(en) = E@(Q(le © 00 7Xn>) —0

den systematischen Fehler (engl. Bias).

Bemerkung 5.16. a) Definition 5.15 besagt, dass der Schwerpunkt der Verteilung des
zufilligen Schitzwertes gerade der zu schitzende Parameter ¢ ist, und zwar unabhéngig
davon, welches ¥ der wahre Parameter ist.

b) Fiir erwartungstreue Schétzer ist der Bias = 0.
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Satz 5.17. Es seien X1, ..., X, unabhingig mit Ey(X;) = p und Varg(X;) = o? fir
1 <1< n und alle Y € O; dann gilt:

. 1 —
a) Der Mittelwert X (= X(Xq,...,X,)) = — Z X, ist ein erwartungstreuer Schdtzet
n
i=1
fiir p.

Z(Xi — X)? st ein erwartungstreuer
i=1

1
n—1

b) Die empirische Varianz S* =

Schiitzer fiir 2.

1< _
c) n Z(Xz — X)? ist kein erwartungstreuer Schitzer fiir 2.

i=1

Bewesis. Es gilt

Bo(X) = 3" Eo(X) =
und
Eo(S%) = 1 2 Bal(X: - T
mit

+Ey (X — p)?).
Wegen der Unabhéngigkeit der Xi,..., X, ist

Eol(X — ) = Vary(X) = 5 > Varg(X) =~

i=1

und
Eo((Xi = 1)(X; — ) =0 fiir i 4.
Damit folgt

Also gelten b) und c). O
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Beispiel 5.18. a) Sind Xi, ..., X,, unabhiingig und N(u, o?)-verteilt, so ist

Ly(p,0) = (U . i/ﬁ)nexp <_ 2: @2%‘2”)2)

zu maximieren. Geméafi Bemerkung 5.13 ¢) gehen wir zum Logarithmus iiber und
erhalten

n

1

202
i1

L.(p,0) =—nln(o - V27) (z; — p)?
als zu maximierende Funktion fiir die Parameter p und o. Eigentlich sind hier 3
Fille zu unterscheiden:

(i) p = po ist bekannt, aber o nicht. Wir setzen diesen Wert fiir 4 ein und maxi-
mieren bzgl. . Das notwendige Kriterium fiir das Vorliegen von Extremwerten

liefert:
o 1
7= 13w o
i=1

An dieser Stelle liegt ein Maximum vor.

(ii) 02 = o ist bekannt, aber p nicht. Durch Differentiation nach p erhalten wir
aus der notwendigen Bedingung fiir Extremwerte

(iii) ¢ und ¢? sind unbekannt. Hier kénnte man Kriterien fiir Extremwerte von
Funktionen mehrerer Verdnderlicher anwenden (vgl. Math. 2 fiir Inf.). Man
kann aber auch einfacher verfahren: Der obige Ausdruck wird maximal, wenn

n

Z(xl — 11)* minimal wird; das ist der Fall, wenn
i=1

1
s2 1 Y
a—ng(xl T)°.

i=1

b) Xi,..., X, seien unabhéngig und Py-verteilt mit A > 0, d.h. wir haben die Situation
aus Beispiel 5.14 mit ¢ = A. Gesucht ist ein Schétzer fiir den Parameter A\. Wir
maximieren die Funktion

Z?:l X4 n n
L0 =tn (g ™) = -mh+ A3 St
’ i=1 1=1

=1 :
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Das notwendige Kriterium liefert

d 1 &
aﬁm()\)——n—i-X;xi—O

genau fiir

Wegen
=13 <0
Pt R AR

liegt an der Stelle A = 7T ein Maximum vor.

5.3 Konfidenzintervalle

Bisher haben wir nur Punktschétzer betrachtet: die Stichprobe wurde benutzt, um einen
Schétzwert fiir einen Verteilungsparameter zu berechnen. Ein Intervallschitzer dagegen
berechnet aus der Stichprobe ein Intervall [@u, 190], welches den Zielparameter 9 mit einer
vorgegebenen Wahrscheinlichkeit enthélt:

Py(9, <0 <p)=1—a.

Die Intervallgrenzen 1§u,1§‘0 héngen neben « auch von der jeweiligen Stichprobe ab und
variieren daher in zufélliger Weise von Stichprobe zu Stichprobe.

Schétzt man z.B. die Erfolgswahrscheinlichkeit p eines Bernoulli-Experiments aus den Er-
gebnissen einer Stichprobe X = (Xj,..., X,), so geht man davon aus, dass die Schitzung
umso niher an p liegt, je grofer die Stichprobe ist. Ziel ist die Angabe eines Intervalls
(das von der Beobachtung x abhéngt) derart, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass p
in dem Intervall liegt, einen moglichst groflen Wert hat, etwa 0,95.

Etwas allgemeiner haben wir die folgende Situation: Sei X, ..., X, die mathematische
Stichprobe (die X;’s sind stochastisch unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariable!).
Es sei 6 der zu schitzende Parameter. Bei der Methode “Konfidenzintervall” benétigen
wir zwei Schatzfunktionen

0, = 0,(X1,..., Xn) und 6, = 0,(X1, ..., X,).

Definition 5.19. Ist 6 ein zu schitzender Parameter und sind éu und éo Schatzfunk-
tionen mit der Eigenschaft

Pg(éu <6< éo) =1—« (oder auch >1— a)

e so liefert jede konkrete Stichprobe z = (x1,...,2,) ein Konfidenzintervall

[0 (), Oo()].

e Die Zahl 1 — « heifit Konfidenzniveau. Die Zahl a heiit Irrtumswahrscheinlich-
keat.
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Héaufig ist man in der Situation, die unteren Konfidenz- oder Vertrauensgrenze und
die obere Konfidenz- oder Vertrauensgrenze fiir einen Parameter 6 einzeln zu be-
stimmmen:

e 0, heifit untere Konfidenzgrenze fiir den Parameter ¢ zum Konfidenzniveau

1— 3, wenn X

e 0, heiBit obere K onfidenzgrenze fiir den Parameter 6 zum Konfidenzniveau 1— (3,
wenn

Py6<8,)>1-8.

Bemerkung: Aus Pg(éu <0)>1—5 und P(0 < éo) > 1— 5 folgt
Py, <0<86,)>1—a.

Die Notation Py bedeutet, dass wir die Wahrscheinlichkeit unter der Annahme, dass der
Parameter 6 ist, berechnen.

Beispiel 5.20. In einer Bernoulli-Kette S,, vom Umfang n (das bedeutet: n identische
und unabhéngige Bernoulli-Experimente) seien k Treffer aufgetreten. Wir wollen eine un-
tere und eine obere Vertrauensgrenze p, (k) bzw. p,(k) fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit
p € [0, 1] bestimmen. Die Idee besteht darin, solche p’s auszuschliefien, fiir die die Wahr-
scheinlichkeit fiir hochstens k bzw. mindestens k Treffer in n Versuchen hinreichend klein
wird.

Im Fall & = 0 ist p,(0) = 0 zu setzen. Setzen wir p,(0) = 1 — 3", so gilt fiir alle p > ,(0)

(1-p)"= (g) p’-(1=p)" " < B

der Term (1—p)™ gibt fiir das unbekannte p die Wahrscheinlichkeit an, dass in n Versuchen
kein Treffer erzielt wird.

Im Fall & = n ergibt sich mit entsprechenden Uberlegungen p,(n) = 1 und p,(n) = g4/
Im Fall 1 < k <n —1 ergibt sich p,(k) als eindeutig bestimmte Losung p der Gleichung

k
n , .

Z() P (- =8
=0 N
und p, (k) als eindeutig bestimmte Losung p der Gleichung

" /n , »
S (%) -r-a-pr=s
=k

Die Losung der obigen Gleichung zu bestimmen ist recht kompliziert. Meist benutzt man
dazu numerische Verfahren.

Deswegen wollen wir einen anderen Weg einschlagen, um ein Konfidenzintervall fiir p zu
bestimmen. Die Strategie besteht darin, die B(n,p)-Verteilung mithilfe des Satzes von
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Moivre-Laplace mit einer geeigneten Normalverteilung zu approximieren. Damit kénnen
wir dann Ndherungen fiir die Konfidenzgrenzen p,(k) und p,(k) berechnen. Die Voraus-
setzung fiir die Anwendbarkeit des Satzes von Moivre-Laplace ist, dass der Umfang n der
Stichprobe geniigend grof} ist. Wegen

S, —np k—np l{;—np+%
P,(S, <k)=P, < ~o| AP
p5n < K) (x/np(l—p) = \/np(l—p)) ¢< np(l—p)>

erhalten wir eine Néherung fiir p,(k) aus der Gleichung

k—np+ 3 _
¢< np(l—p)> ’

durch Auflésen nach p, d.h. aus der Gleichung

k—np+% _
o) ¢~ (B) -

Entsprechend erhalten wir eine Néherung fiir p, (k) durch Auflésen der Gleichung

k—np—%

T =¢ (1-5)

nach p. Setzen wir ¢ := ¢~ (1 — ), so gilt aus Symmetriegriinden ¢~!(3) = —c. Damit
ergeben sich als Ndaherungen

und

n 4+ c?

Die Werte ¢ kénnen in Abhéngigkeit von S aus der Tabelle fiir die Standardnormalver-
teilung (Seite 58) abgelesen werden. Oft findet man die benétigten Angaben auch in
speziellen Tabellen mit den wichtigsten Quantilen der Standardnormalverteilung:

1-5 0.900 0.950 0.975 0.990 0.995
c=¢ (1—pB) | 1282 1.645 1.960 2.326 2.576

Damit erhélt man fiir den Fall 5 = 0.025, also ¢ = 1.96, n = 50 und k£ = 10 die Ndherungen
Do(10) ~ 0.341 und p,(10) ~ 0.105 im Vergleich zu den exakten Werten p, = 0.337 und
Py = 0.100.

Beispiel 5.21. Seien Xi,...,X,, stochastisch unabhéngige und identisch verteilte Zu-
fallsvariable X; ~ N(u,0?). Der Parameter o (die Varianz) sei fest vorgegeben und
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bekannt, s sei zu schitzen. Bekanntlich ist dann das arithmetische Mittel X normal ver-
teilt mit Erwartungswert p und Varianz % (Dies folgt aus den Sdtzen 2.12 und 2.16.)
Also folgt
X —up
oIV

~ N(0,1).
Bestimmt wird nun u € R so, dass
X—p

P([Zt <u) = 1-a

Das Prinzip hierfiir wird anhand der Dichte der N (0, 1)—Verteilung erldutert.
u=u_a =¢" (1— %) ist dabei das (1 — §)—Quantil der N(0,1)—Verteilung (siehe

)

Tabelle unten). Auflosen nach p ergibt die folgende Gleichung

p(\y_m%h_%) _ p(y_%ul_% <ns Xt

n|R

= 1-oaq.

Also ist
o

— o —

|:X — ﬁul_%, X+ %U:[_%
ein (1 — a)—Konfidenzinterall fir p. Wie erwartet fallt die Lange des Konfidenzintervalls
mit wachsendem n und wéchst mit wachsendem Niveau 1 — a.

@ | 0,1 ] 0,050,025 0,01 |0,005]0,0025
I—a]| 0,9 [ 0,95 |0,975] 0,99 | 0,995 | 0,9975
U | 1,282 | 1,645 | 1,960 | 2,326 | 2,576 | 2,807

Einige Quantile der Standardnormalverteilung sind in obiger Tabelle angegeben. Ausfiihr-
liche Tabellen finden sich in der Literatur.

Satz 5.22. Seien Xi,...,X, stochastisch unabhdngig und identisch verteilt, X; ~
N(p,0?),X =15 X; und S? = L= 3 (X; — X)?. Es gilt
i=1 i=1

X — -1
H und o

— ~ Ty
S/\/n ! o?

wobei t,,_y bzw. X2 _, die t— Verteilung bzw. die x*-Verteilung mit n—1 Freiheitsgraden
bezeichnen. (Siehe Definition 3.15 und 3.16).

5% ~ X721—1

Es gilt sogar, dass X und S? stochastisch unabhingig sind. Der Beweis dieser Aussage
und des Satzes findet sich in Casella, Berger auf Seite 226.
Man beachte folgende Extremfille fiir den Parameter m = n — 1 und die t—Verteilung:

e Fiir m = 1 ergibt sich die Dichte der Cauchy-Verteilung.
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o Fiir Y, ~ t,,,m € N, gilt Y,,, < N(0, 1) mit m — oco. t,,— Verteilungen konvergieren
also mit m — oo gegen die Standardnormalverteilung.

Beispiel 5.23. Seien X, ..., X,, i.i.d. ~ N(u,o?). Bestimmt wird ein Konfidenzintervall
fiir ;1 bei unbekanntem o2. Die Idee ist, in Beispiel 5.21 02 durch den erwartungstreuen
Schitzer S? zu ersetzen und dann die Quantile der ¢t—Verteilung zu benutzen.
Bestimmt wird v € R so, dass

< v) =1-oq.

X —p

P
(‘ S/vn

Analog zu Beispiel 5.21 wird v = v;_q als das (1—$)-Quantil der ¢, _;-Verteilung gewéhlt.

Auflgsen obiger Gleichung nach p liefert

S — S — S
= — < o —— .
\/ﬁ) P (X Vy_ <p<XA+ug \/ﬁ)

P-4 < vug

(M)
B

Also ist

— S = S
|:X —Ul_% ﬁ’X—i_Ul_% %
2

ein 1 — a-Konfidenzintervall fiir ;x bei ungekannter Varianz o°.

Beispiel 5.24. Von einem Automaten werden Produkte hergestellt, bei denen ein Merk-
mal (Lénge, Gewicht, Festigkeit usw.) untersucht wird. Die Abweichungen vom vorgege-
benen Nennmaf} (etwa als puy mm gegeben) kann man als Realisierungen einer normal-
verteilten Zufallsgrofie X auffassen. Der Erwartungswert F(X) ist von der Einstellung des
Automaten abhéngig und daher nicht bekannt. Aus Priifungen der Funktionsgenauigkeit
des Automaten ist die empirische Varianz S? = 225 bekannt. Fiir den Erwartungswert
i = E(X) ist eine konkrete Konfidenzschidtzung mit dem Konfidenzniveau 1 — a = 0,95
zu ermitteln.

Aus einer konkreten Stichprobe vom Umfang n = 25 sei das arithmetische Mittel Z,, = 48
bekannt. Fiir eine Irrtumswahrscheinlichkeit a = 0,05 folgt aus obiger Tabelle u;_a =
U975 ~ 1,96. Damit erhélt man als konkretes Konfidenzintervall fiir den Parameter p :

S 15 15
Z'_n—U1_a/2 ﬁ:48_1’96 E <,U<48+].,96 g
und damit
42,12 < p < 53, 88.

Bei Verkleinerung der Irrtumswahrscheinlichkeit vergroflert sich naturgeméfl das Konfi-
denzintervall. Fiir a = 0,01 folgt aus obiger Tabelle der Wert Ui—g = U995 R 2,576 und
damit das konkrete Konfidenzintervall fiir den Parameter p :

40,26 < p < 55, 74.
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5.4 Hypothesentests

Wir beginnen mit einem in der Literatur bekannten Beispiel (vgl. z.B. N. Henze, S. 234
ff. und U. Krengel, S. 92 ff.):

Beispiel 5.25 ("tea-testing lady”). Eine englische Lady trinkt regelméfig ihren 5-Uhr-
Tee mit Milch. Eines Tages iiberrascht sie ihre Teerunde mit der Behauptung, dass sie am
Geschmack des Tees feststellen konne, ob zuerst die Milch und anschliefend der Tee ein-
gegossen wurde oder umgekehrt. Sie sei zwar nicht unfehlbar, wiirde aber in der Mehrzahl
der Fille die richtige Reihenfolge feststellen.

Um der Lady die Moglichkeit zu geben, ihre Fiahigkeit unter Beweis zu stellen, wird
folgendes Verfahren vorgeschlagen: der Lady werden n-mal hintereinander jeweils zwei
Tassen Tee gereicht, jeweils eine vom Typ "Milch vor Tee” und eine vom Typ ”Tee vor
Milch”. In welcher Reihenfolge die Lady die beiden Tees probiert, wird durch den Wurf
einer Miinze festgelegt. Die Pausen zwischen den Geschmacksproben sollen so grof sein,
dass die Lady unbeeinflusst von der vorhergehenden Probe urteilen kann.

Wir konnen diese Versuchsanordnung interpretieren als n unabhéngige Versuche, wobei
mit unbekannter Trefferwahrscheinlichkeit p die richtige Reihenfolge genannt wird. Be-
zeichnen wir mit S,, die Anzahl der richtig angegebenen Reihenfolgen, so wéiren wir im
Fall n = 20 bei 10 richtigen Reihenfolgen nicht von den Fahigkeiten der Lady iiberzeugt,
denn durch ”blindes” Raten konnte sich auch diese Anzahl ergeben. Wie groff muss die
Anzahl der richtig angegebenen Reihenfolgen sein, damit man der Lady die Fahigkeit
attestieren kann, die richtige Reihenfolge beim Eingieflen durch eine Geschmacksprobe zu
erkennen. Sind wir bei 13 ”Treffern” von den Fahigkeiten der Lady iiberzeugt oder erst
bei 14 Treffern. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit durch blofles Raten 13 ”Treffer” zu
erzielen?

Definition 5.26. Wir zerlegen den Parameterbereich © in zwei nichtleere disjunkte
Teile
O=0,U0O; .

Ein statistischer Test oder Hypothesentest ist eine Entscheidungsregel, die innerhalb
des vorgegebenen Modell-Rahmens fiir jede mogliche Stichprobe x festlegt, ob man
sich fiir die

Nullhypothese Hy : es gilt ¥ € Oq

oder fiir die
Gegenhypothese (Alternative) Hy : es gilt ¥ € O,

entscheidet. Die Zerlegung von © impliziert eine Zerlegung
Ko UKy
des Stichprobenraums und damit folgende Entscheidungsregel:

"Ist © € Ky, so entscheide fiir H,.”
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"Tst « € Ky, so entscheide fiir H;.”

Man sagt auch: ”Zu testen ist die Hypothese Hy gegen die Alternative H,”. Ky heif3t
Annahmebereich des Tests und KC; heit Verwerfungsbereich oder auch kritischer
Bereich. Die Hypothese Hy wird haufig auch Nullhypothese genannt.

Beispiel (Fortsetzung von Beispiel 5.25). Bei der "tea-testing lady” bietet sich als ©
das Intervall [3,1] an mit der Zerlegung in ©y = {3} und ©; =|3, 1]. Die Hypothese H,
lautet: ”Die Lady hat keine besondere Gabe, die Eingiefreihenfolge am Geschmack zu
erkennen.” Uberpriifen wir die Féhigkeiten mit 20 Tassenpaaren und unterteilen wir den
Stichprobenraum in den kritischen Bereich

K1 = {14,15,...,20}

und den Annahmebereich Ky = {0, 1, ..., 13} fiir die Hypothese Hy, so ist die Wahrschein-
lichkeit, dass die Lady durch blofles Raten mindestens 14-mal die richtige Reihenfolge

trifft,
20 j 20—j
20\ /1)’ 1\ >
p%(520214)zz<j><§) -<1—§) ~ 0,058 .

j=14
Wenn diese Wahrscheinlichkeit, durch blindes Raten mindestens 14 Treffer zu erzielen,
noch zu grof ist, der kann statt der 14 auch mindestens 15 Treffer fordern; dann gilt

p%(szo > 15) ~ 0,0207 .

Bei jedem Test muss man den Annahmebereich und damit auch den Verwerfungsbe-
reich festlegen. Nun gibt es bei der Festlegung mit z.B. mindestens 14 Treffern folgende
Moglichkeiten:

a) Die Lady besitzt nicht die o.g. Fahigkeit und sie errét auch nur bei 10 Tassenpaaren
die richtige Reihenfolge. Man entscheidet sich fiir die Nullhypothese.

b) Die Lady besitzt nicht die o.g. Féahigkeit, durch ”Zufall” kommt sie aber auf 15
Treffer. Man entscheidet sich fiir die Gegenhypothese.

c) Die Lady besitzt die o.g. Fahigkeit und sie hat auch 16 Treffer. Man entscheidet
sich fiir die Gegenhypothese.

d) Die Lady besitzt die o.g. Fahigkeit, sie hat aber nur bei 13 Tassenpaaren recht. Man
entscheidet sich fiir die Nullhypothese.

In den Féllen b) und d) macht man einen Fehler.

Definition 5.27. Wir iibernehmen die Bezeichnungen aus Definition 5.26. Gilt (in
Wirklichkeit) ¥ € ©g und man entscheidet sich fiir die Gegenhypothese, so spricht
man von einem Fehler erster Art. Gilt dagegen ¥ € ©; und man entscheidet sich
fiir die Nullhypothese, so spricht man von einem Fehler zweiter Art. Man kann dies
folgendermaflen zusammenfassen:
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Wirklichkeit
Hoi’l9€@0 H1:19€@1
fir Hy richtige Fehler
Entschei- Entscheidung 2. Art
dung
fir Hy Fehler richtige
1. Art Entscheidung

Um die Wahrscheinlichkeit fiir eine falsche Entscheidung méglichst klein zu halten,
ist eine sog. Giitefunktion g mit kleinen Werten auf Oy und grofien Werten auf 6,
wiinschenswert. Wir definieren g : © — [0, 1] durch

g(??) = pqg(X € ]Cl) , Ueo.

g ordnet jedem ¢ die sog. Verwerfungswahrscheinlichkeit der Hypothese Hy unter py
zu. Man gibt eine obere Schranke o €]0, 1] fiir die Wahrscheinlichkeit des Fehlers
erster Art vor und legt Iy so fest, dass

g(¥) < a fiir alle ¥ € ©

gilt. Ein solcher Test heifit (Signifikanz-)Test zum (Signifikanz-)Niveau . Dabei sind
fiir @ Werte aus dem Intervall [0.01,0.1] tiblich.

blehnung von Hy




88 KAPITEL 5. STATISTIK

b

14 15 k16 17
|
I

Akzeptiere Hy Verwerfe H

Beispiel 5.28. Ein Produzent von Uberraschungseiern versichert, dass in mindestens 14
% der Eier Figuren aus einem beliebten Fantasy-Abenteuer stecken. Eine Verbraucher-
organisation ist misstrauisch und mochte diese Aussage iiberpriifen. Aus diesem Grund
untersucht sie 1000 zufillig ausgewéhlte Uberraschungseier, findet darin aber nur 130
Fantasy-Figuren. Geniigt dieses Ergebnis, um die Behauptung des Herstellers zu widerle-
gen, oder sollte die Verbraucherorganisation lieber schweigen, da eine gewisse Abweichung
vom Erwartungswert 140 in der zufillig ausgewéhlten Stichprobe immer moglich ist?

Es sei p der wahre, aber unbekannte Anteil der Eier mit Fantasy-Figuren. Die Hypothese
des Herstellers lautet dann

H() : P 2 0.14 5

die Hypothese der Verbraucherorganisation
H : p<0.14.

Wir bezeichnen mit X die Zufallsvariable, die die Anzahl der Figuren in der Stichprobe
vom Umfang n = 1000 z&hlt. Wir kénnen davon ausgehen, dass X Binomial-verteilt ist.
Wenn Hj richtig ist, wird X nicht so klein ausfallen; also gibt es eine noch zu bestimmende
Zahl ¢ derart, dass X > c ist. Wenn X < c ausfillt, ist Hy wahrscheinlich nicht richtig.
Die Wertemenge von X zerfillt also in

Ko={c+1,...,1000}, K;=1{0,... c}.

Der Wert c ist so zu wihlen, dass die Wahrscheinlichkeit o, die richtige Hypothese H zu
verwerfen, moglichst klein ist, d.h.

p(X < cund es ist Hy richtig) < o .

Wir haben bei Vorgabe der sogenannten Irrtums- Wahrscheinlichkeit o und des daraus
bestimmten c insgesamt vier Entscheidungssituationen:

a) Hy trifft zu, und es ist X > ¢; wir entscheiden uns fiir Hy.

b) Hy trifft zu, und es ist X < ¢; wir entscheiden uns fiir H;.
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c) Hi trifft zu, und es ist X > ¢; wir entscheiden uns fiir Hy.
d) H; trifft zu, und es ist X < ¢; wir entscheiden uns fiir H;.

Ersetzen wir die Binomial-Verteilung durch die Gaufsche Glockenkurve (Satz 4.3 von de
Moivre-Laplace), so erhalten wir die Grofe ¢ z.B. fiir @ = 0.05 aus der Beziehung

0.05 = P(X < cund es ist Hy richtig)

s c—np B ¢<c—140)
np(1 — p) V1204 )
wobei wir ohne Korrekturterm arbeiten. Wegen der Symmetrie der Normalverteilung er-

halten wir daraus: 140
—c
095=1—-005=1—a=
¢ <\/ 120.4)

Q

und damit aus einer Tabelle
140 — ¢

Vv120.4

c~121.9

folgt. Wiirden wir mit Korrekturterm rechnen, d.h. mit

5 c—np+1 _¢<c—139.5>
np(1 — p) V1204 )
so ergédbe sich statt 121.9 die Zahl 121.4, was zu derselben néchstgelegenen, kleineren
ganzen Zahl fiihrt. Also erhalten wir die sog. Testvorschrift, die Hypothese Hj erst dann
abzulehnen, wenn in der Stichprobe von 1000 Eiern die Anzahl der Figuren 121 oder
weniger betrdgt. Es wurden aber 130 Figuren gefunden. Also ist die Behauptung des

Herstellers durch dieses Testergebnis nicht zu beanstanden. Berechnen wir fiir ¢ = 121 die
Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art, so ergibt sich

121 — 140
Vv120.4

~ 1.65,

woraus

P(X < 121 und H, ist richtig) ~ ¢ < ) ~ 0.0418

bzw.

121 — 139.5
Vv120.4

(Wir konnen hier nicht exakt den Wert 0.05 erzielen, da ¢ nur die Menge der natiirli-
chen Zahlen durchléuft.) Das Ergebnis ist folgendermafien zu interpretieren: Wenn wir
viele Stichproben im Umfang von jeweils 1000 Uberraschungseiern ziehen wiirden, in
denen hochstens 121 Fantasy-Figuren stecken, so wiirden wir in 4.18 % (bzw. 4.65 %)
der gezogenen Stichproben dem Hersteller zu Unrecht vorwerfen, dass weniger als 14 %
Fantasy-Figuren in seinem Produkt seien.

P(X <121 und H, ist richtig) ~ ¢ ( ) ~ 0.0465 .

Zum Schluss ein paar Bemerkungen, die man bei der Durchfithrung eines Hypothesentests
immer beriicksichtigen soll:
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Bemerkungen 5.29. Man sollte wissen, dass
a) Hypothesen und Gegenhypothesen nie bewiesen werden kénnen,

b) das Nichtverwerfen einer Hypothese Hy im Allgemeinen nur bedeutet, dass die vor-
liegende Datenbasis zu gering ist, um einen signifikanten Widerspruch zu Hy her-

beizufiithren.

¢) Hypothesen, die anhand von Daten gebildet werden, nie anhand derselben Daten
getestet werden diirfen.



Grundlegendes aus der Analysis

Wir fassen kurz einige grundlegende Begriffe und Aussagen aus der Analysis zusammen,
die wir im Laufe der Vorlesung benotigen werden.

1. Abbildungen ([4, Abschnitt 0.3])

Eine Abbildung oder Funktion ist eine Zuordnungsvorschrift zwischen zwei Mengen X
und Y, bei der jedem Element x € X genau ein Element y € Y zugeordnet wird. Wir
schreiben f: X — Y, x +— y = f(x). Man nennt X den Definitions- oder Urbildbereich
und Y den Werte- oder Bildbereich von f.

Beispiele. e X = R(= Menge der reellen Zahlen), Y =R, f(z) := 2°.
e X ={A € P(N)| A hat endlich viele Elemente A < 0o},
Y =N={1,2,3,...}, f(4) = tA.

2. Folgen und Reihen ([4, Kapitel 5 und 6])

Eine Abbildung f : N — X nennen wir eine Folge (in X ); das Bild f(n) heifit n-tes Glied
der Folge. Eine Folge in X ordnet also jeder natiirlichen Zahl genau ein Element aus X
zu. Man schreibt fiir die Folge (x,,)nen oder (zq,x2,...) mit 2, := f(n), n € N. Im Falle
von X = R spricht man auch von (reellen) Punktfolgen. Statt N kann man als Urbild
auch Ny := NU {0} oder eine unendliche Teilmenge von N verwenden.

Beispiele. e X =R, z, = f(n) =n? also (1,4,9,16,...).
e X = Menge der Seiten eines Spielwiirfels = {1,2,...,6},
f(n) := Ergebnis des n-ten Wurfes eines Wiirfelexperiments,

also z.B. (6,3,2,5,...).

Sei nun (z,),en eine reelle Punktfolge. Wir definieren
Sp =1+ a2+ ...+ x, ::Zxk, n € N.
k=1

Die so erkldrte Folge (s,)nen heit Folge der Partialsummen (von (x,)nen); falls die In-
dexmenge N durch Ny oder eine unendliche Teilmenge von N ersetzt wird, definiert man
s, analog.

91



92 GRUNDLEGENDES AUS DER ANALYSIS

Beispiel (Geometrische Reihe). X =R, =, = ¢", n € Ny, mit einem g € R.

n—1
e Fiir ¢ = 1 ergibt sich x,, = 1 und somit s, = > xp =n, n € N.
k=0
n—1 n—1 1 qn
.. . . . . [
o FurqE]R\{l}erglbtsmhsn—;xk—;q = 1_q,n€N.

(Beweis der Summenformel durch vollstédndige Induktion oder m.H. von Teleskop-
summen — Ubung.)

Was geschieht, wenn man nicht nur die ersten n Glieder sondern alle (unendlich vielen)
Glieder der Folge (z,)nen aufsummiert? Bei dem so entstehenden Objekt spricht man von
einer (unendlichen) Reihe und schreibt

o
S = E .
k=1

Im Falle des obigen Beispiels x,, = ¢" fithrt diese Betrachtung auf die wohl wichtigste
Reihe, nidmlich die geometrische Reihe S ¢*. Fiir die Untersuchung von Reihen benétigt

k=0
man den Begriff des Grenzwerts, der fiir die gesamte Analysis grundlegend ist:

3. Grenzwerte von Folgen, Reihenwerte ([4, Kapitel 5 und 6])

Zu Folgen: Sei (x,)nen eine reelle Punktfolge. Gibt es ein a € R, so dass fiir beliebige
e > 0 ein N(e) € N so existiert, dass gilt

|z, —a| <e fiir alle n > N(e),
so heilt a Grenzwert von (x,)nen und wir schreiben

a= lim z, oder z, —a(n— c0).
n—o0

Man sagt auch: (x,),en konvergiert (gegen a).

n?—17

1 1
=———  MH. von — = 0,— — 0(n — o0) berechnen wir
2n? 4+ 5n n n?

Beispiele. ° T,

n*—7 1—n—2_>1( o)
= = —\n o0 ).
2n2+5n 242 "2

Tn

® z,=q", ¢ R

o q=1,also (z,)neny = (1,1, 1,...). Diese konstante Folge hat trivialerweise den

Grenzwert lim x, = 1.
n—oo

o q=—1,also (x,)neny = (—1,1,—1,1,...). Dader Abstand je zweier aufeinander
folgender Glieder = 2 ist, kann ((—1)"),en nicht konvergieren.
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o |q| < 1, dann gilt ¢™ — 0 (n — o0). Ist ndmlich € > 0 beliebig, so gilt

" =0 <e & |q"<e & ehld<g
Ine
& nlnlgl <lne & n>
In |g|
Wiihlen wir also eine natiirliche Zahl N(g) > , so folgt

l¢" — 0] < e furallen > N(e).

o |q| > 1. Die Folge (¢")nen konvergiert nicht, da sie unbeschriankt ist in folgen-
dem Sinne:

Eine Folge (z,,)nen heifit unbeschrinkt, wenn zu jedem M > 0 ein n € N so existiert, dass
|x,| > M gilt. Wir erwidhnen noch die zwei folgenden Spezialfélle:

e Existiert zu jedem M > 0 ein N(M) € N mit x,, > M fiir alle n > N(M), so heifit
(Tn)nen uneigentlich konvergent (gegen +oc). Schreibweise: x,, — +o00 (n — 00).

e Existiert zu jedem M > 0 ein N(M) € N mit z,, < —M fiir alle n > N(M), so heifit
(@n)nen uneigentlich konvergent (gegen —oo ). Schreibweise: z,, — —oo (n — 00).

In der Vorstellung streben uneigentlich konvergente Folgen beliebig weit nach rechts
bzw. links auf der Zahlengeraden.

Beispiele. Die Folgen (n),en, (2")nen sind uneigentlich konvergent gegen 400, (—n?),cn
ist z.B. uneigentlich konvergent gegen —oco. Hingegen ist ((—3)"),en zwar unbeschrankt,
aber nicht uneigentlich konvergent.

Zu Reihen: Eine Reihe ) x; heifit konvergent, wenn die Folge der Partialsummen s, =
k=1

> xk, n € N, konvergiert. Der Grenzwert heifit dann Wert der Reihe und wird ebenfalls
k=1

mit Y xj bezeichnet.
k=1

Beispiel. Die geometrische Reihe Z q¢* konvergiert fiir |q| < 1 und divergiert fiir |¢| > 1.

Im letzteren Fall ist ndmlich der Abstand zweier aufeinander folgender Partialsummen
> 1. Und im Fall |g| < 1 gilt nach den obigen Beispielen:

Zk i

1—g¢q l—q

Fiir den Wert der geometrischen Reihe haben wir also

= 1
qu =——, falls|q| < 1.
— l—q
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4. Funktionsgrenzwerte im Unendlichen ([4, Kapitel 9])

Bei der Untersuchung einer Funktion f = f(z) : R — R ist hdufig deren Verhalten
bzw. Aussehen fiir beliebig grofie bzw. beliebig kleine Werte von x interessant. Man be-
stimmt also — wenn (uneigentlich) existent — die folgenden Grenzwerte

lim f(z)=a bzw. lim f(z) =1,

T—r—+00 T—r—00
die folgendermaflen zu verstehen sind:

e Es existiert ein a € RU {—oo} U {400}, so dass gilt: Fiir beliebige Punktfolgen
(Tp)neny mit lim z, = +o00 gilt lim f(z,) = a.
n—oo n—oo

e Es existiert ein b € RU {—oo} U {+00}, so dass gilt: Fiir beliebige Punktfolgen
(Zn)neny mit lim x, = —oco gilt lim f(z,) = b.
n—oo n—oo

Beispiele. o f(z)=¢€" Esgilt lim e”=+o0, lim e” =0.

Tr—r—+00 Tr—r—00

o f(x) =sinz. Dann gilt z.B. lim sin(n7) = 0 und lim sin(§ + 2n7) = 1; der Grenz-
n— n—oo

wert, lir}rﬂ sin x existiert also nicht. Analoges gilt fiir den Grenzwert lim sinzx.
T—>+00 T—r—00

5. Stammfunktionen und Integrale ([4, Kapitel 11])

Aus der Schule kennt man das Konzept der Stammfunktion: Ist f : R — R gegeben, so
heilt eine Funktion F': R — R Stammfunktion von f, wenn gilt:

%(m) = f(z) fiir alle z € R;

dabei bezeichnet % = F’ die erste Ableitung von F'. Wir nennen die Stammfunktion auch
unbestimmtes Integral und schreiben

F = /f(x) dx.

Sind a,b € R mit a < b beliebig, so besagt der Fundamentalsatz der Differential- und
Integralrechnung:

/f(x)dx:F(b)—F(a) = F(z)|

wobei die linke Seite das bestimmte Integral von f (zwischen a und b) bezeichnet.

b
Geometrisch misst [ f(x) dx die Fliche zwischen dem Graphen von f und der z-Achse, die

von den senkrechten Geraden x = a und x = b begrenzt wird. Dabei werden Fliachenstiicke
unterhalb der z-Achse negativ bewertet.
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Beispiel. f(z) = cosx. Eine Stammfunktion ist F(z) = sinz (auch F(z) = sinz + ¢ mit
beliebiger Konstante ¢ € R ist Stammfunktion). Fiir das bestimmte Integral folgt:

b
/cosxd:c =sinb — sina.

a

6. Uneigentliche Integrale ([4, Abschnitt 11.5])

Das bestimmte Integral kann durch einen Grenziibergang wie in 4. genutzt werden, um
auch Flacheninhalte tiber unendlich ausgedehnte Abschnitte der xz-Achse zu berechnen:

Sei f: R — R mit Stammfunktion F': R — R gegeben und sei a € R fixiert. Dann heif3t

+Oof( x:= lim /f )Ydr = lim F(b) — F(a)

a b—4o0 b—+o00

das uneigentliche Integral von f (zwischen a und +oco), falls der angegebene Funktions-
grenzwert existiert. Analog definiert man - bei Existenz - fiir beliebiges b € R:

b b
/ f(z)dx = lim [ f(x)dx=F(b)— lim F(a).
a——00 a——00

Und man setzt schliefllich noch

/f ~ lim F(b)— lim F(a),

b—>+oo a——00
wenn beide Grenzwerte existieren.
. . L 1 o

Beispiele. e f(z) = —. Eine Stammfunktion ist F'(x) = ——. Damit existiert z.B. das

x x

uneigentliche Integral

—dx— lim (—1)+1:1.

b—+00

Dass f nur fiir z # 0 definiert ist, macht uns keine Probleme; dann sind die Stamm-
funktion und entsprechend die uneigentlichen Integrale nur auf dieser Teilmenge
sinnvoll.

o f(z) = cosz. Wie in 5. folgt

b
/coszdx =sinb — sin a;
a
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aber z.B. blim sin b existiert nicht, wie in 4. gesehen; also existiert das uneigentliche
—+00

+o00
Integral [ cosz dx nicht.

Fiir uns wird der Fall f(x) = exp(—%) interessant sein. Mit einiger Arbeit kann
man zeigen, dass das uneigentliche Integral von f zwischen —oo und +o00 existiert
und dass gilt:

400 x2
/exp(— ?> dx = V2m;

siehe [4, Satz 11.39].
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